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Zusammenfassung

Die Arbeit diskutiert die Auswirkungen von Netzwerkmotiven auf den Informationsgehalt eines
Graphen. Es werden hauptséchlich Motive der Grofle 3 in gerichteten Graphen betrachtet, welche mit
Hilfe zweier vorgestellter Algorithmen variiert werden. Die Auswertung des Informationsgehalts er-
folgt mit bin#dren zelluliren Automaten, deren Verhalten durch die Shannon- und die Word-Entropie
analysiert wird. Die Entropien werden nach jedem Variationsschritt ermittelt und in einem Punkte-
diagramm aufgetragen. Es ergibt sich eine Trajektorie, die die Verdnderung des Informationsgehalts
angibt.

Ziel ist die Untersuchung eines direkten Zusammenhangs zwischen Motiven und Informationsge-
halt. Es ergab sich, dass bestimmte Motivklassen dazu neigen grofiere Entropien als andere zu bilden,
insbesondere wurde hier das Motiv ,,Feed-forward loop* nidher untersucht. Dariiber hinaus ergab sich,
dass die Zustandsiibergangsfunktion und die Existenz von Zyklen im Graphen einen groflen Einfluss
auf die Entropien bewirken.

Abstract

This thesis discusses the impact of network motifs on the information processing capacity within
graphs. In directed graphs motifs of size 3 are studied and varied using two presented algorithms.
Binary cellular automata are applied on the graphs to analyse the dynamics of the network. The
information processing capacity is measured by shannon and word entropy, which are determined after
every step of variation and visualized in a scatter diagram. A trajectory emerges, which represents
the changes in the information processing capacity.

Studying a direct correlation of network motifs and the information processing capacity is the
objective of the thesis. Some motif classes show the ability of establishing greater entropies than
others. The motif “feed-forward loop” was analyzed particularly in this context. Moreover it turned
out, that the used transition function as well as the presence of cycles in the graphs has a big impact
on the entropies.
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1 Einfiihrung

Die Arbeit beschiiftigt sich mit zusammenhéngenden Subgraphen einer bestimmten Gréfle, so genann-
ten Netzwerkmotiven. Diese werden in reguliiren Kreisgraphen, zufélligen Erdés-Rényi-Graphen sowie in
skalenfreien Netzen betrachtet. Die Netzwerke werden variiert, um die Motivverteilung zu verdndern und
mittels zelluldrer Graphenautomaten auf ihren Informationsgehalt hin untersucht. Als Mafl dienen die
Shannon- und die Word-Entropie.

Zelluldre Automaten sind ein theoretisch wohl fundiertes und gut erforschtes Konzept der Modellierung,
welches beispielsweise in der Simulation von

e Diffusionsphédnomenen,

e Epidemien,

e Evolutionstheorien oder

e Raumzeitlichen Populationsdynamiken

eingesetzt wird [Hiit01]. Die Untersuchung von Netzwerkmotiven ist dagegen noch eine recht junge und
viel versprechende Disziplin.

Ziel dieser Arbeit ist die Verbindung der beiden Konzepte. Insbesondere soll ein méglicher Zusammenhang
zwischen Motivverteilung und dynamischem Verhalten des Automaten untersucht werden. Bei bestehen-
dem Zusammenhang konnte der Informationsgehalt eines Netzwerks durch Einstreuen bestimmter Motive
oder Motivkonstellationen nachhaltig gesteuert werden.

AuBlerdem ist man in der Lage auch sehr grofie Netzwerke einfach anhand der kleinen lokalen Motivstruk-
turen zu untersuchen und zu klassifizieren. Gerade in der Biologie treten hiufig sehr grofie Netzwerke
auf, in denen die Informationsverarbeitung ndher untersucht werden soll. Ein Zusammenhang zu der
Motivverteilung konnte dabei helfen eine Art Karte des Netzwerks zu erstellen, aus welcher Stellen mit
besonders grolem Informationsdurchsatz hervortreten.

Die Arbeit gliedert sich wie folgt:

Kapitel 2: Einfiihrung der grundlegenden Begriffe aus der Graphen- und Automatentheorie, die
zum Versténdnis der Arbeit notwendig sind. Insbesondere werden Graph, zelluldrer Gra-
phenautomat und FEntropie eingefithrt. Weiterhin finden sich hier die Aufbauschemata
bestimmter Graphenklassen, die in der Arbeit verwendet werden.

Kapitel 3:  Definition der Netzwerkmotive und einiger Auswertungsmoglichkeiten. Fiir bestimmte
Graphenklassen werden dann die Motivverteilungen untersucht und klassifiziert. Die
verwendeten Motivklassen werden in ihrer graphischen Reprisentation dargestellt.

Kapitel 4: Das Kapitel beschreibt Algorithmen zur Variation der Motivverteilung eines Gra-
phen. Auflerdem werden Erkenntnisse bereits durchgefiithrter Untersuchungen zur topo-
logischen Variation von Graphen beschrieben.

Kapitel 5: Der Hauptteil der Arbeit beschéftigt sich mit den Auswirkungen der Motivvariation auf
den Informationsgehalt des Netzwerks. Die Experimente werden anhand von Testpro-
tokollen dargestellt und diskutiert, die Ergebnisse werden als Beobachtungen formuliert
und am Ende eines jeweiligen Abschnitts zusammengestellt.

Kapitel 6: Zusammenfassung der Beobachtungen und der gewonnenen Erkenntnisse. Auflerdem fin-
den sich hier einige Anregungen fiir weiterfithrende Untersuchungen.






2 Grundlagen

Zunichst werden Graphen eingefiihrt und einige charakteristische Aufbauschemata fiir Graphen betrach-
tet. Zur Auswertung des Informationsgehalts in einem Graphen sind zellulidre Automaten nétig, die im
Anschluss eingefiihrt werden. Die dazu verwendeten Analysemethoden folgen dann in Abschnitt 2.3.

2.1 Graphen

Graphen sind mittlerweile in sehr vielen Forschungsgebieten zu einem wichtigen Hilfsmittel geworden.
Angefangen im Operations Research, tiber Linguistik, bis hin zur Informatik und Mathematik zieht sich
das Verbreitungsspektrum. Graphen erlauben es beispielsweise elektrische Netzwerke auf die gleiche Weise
wie abstrakte StraBenkarten oder — wie in dieser Arbeit — biologische Netzwerke zu untersuchen.

Die Problemanalyse und -losung durch Graphenstrukturen geht bis ins 18. Jahrhundert zuriick, als
LEONHARD EULER 1736 eine notwendige Bedingung zu seinem berithmten Konigsberger Briickenpro-
blem [Eul36] formulierte. Die eigentliche Graphentheorie gewann allerdings erst gut hundert Jahre spéter
an Bedeutung. Hauptsichlich trugen dazu die Arbeiten von GusTAv KIRCHHOFF [Kir47] im Jahre 1847
und von ARTHUR CAYLEY [Cay57] 1857 bei.

2.1.1 Notation

Die grofie Verbreitung der Graphentheorie hat zu einer Vielzahl an Begriffen und Definitionen gefiihrt,
so dass ein eigenes umfangreiches Vokabular entstanden ist. Die wenigen Begriffe, die zum Verstdndnis
dieser Arbeit erforderlich sind, werden im Folgenden eingefiihrt. Dariiber hinaus geben beispielsweise
[Wil75, Pre97, Wal03] einen guten Uberblick der gebréiuchlichsten Definitionen.

Definition 2.1 (Graph) FEin (endlicher) Graph G ist ein Paar G = (V, E) bestehend aus

einer (endlichen) Knotenmenge V und
einer (endlichen) Kantenmenge E.

Elemente von V' heiffen Knoten, Elemente von E Kanten. Man unterscheidet gerichtete Graphen mit
E CV xV (Knotenpaare) und ungerichtete Graphen, die E C Py(V) (2weielementige Teilmengen von
V') definieren.

Definition 2.2 (Graphennachbarschaft) Sei G = (V,E) ein Graph. Fine Funktion, die zu jedem
Knoten aus G die tiber eine Kante verbundenen Nachbarn ermittelt, heifft Graphennachbarschaft N von
G. Damit gilt:

Gerichteter Graph: N:V—PWV), v—{ueV]|(u,v)€EV(v,u)€ E}.
Ungerichteter Graph: N:V — P(V), v~ {ueV |{u,v} € E}.

Die Definition der Graphennachbarschaft wird in Definition 2.15 verallgemeinert.

Definition 2.3 (Knotengrad) Sei G = (V, E) ein Graph und v € V ein Knoten. Der Grad deg(v) des
Knotens v ist definiert als die Zahl der ein- und ausgehenden Kanten, folglich gilt

deg(v) = [N (v)].
Definition 2.4 (Gradverteilung) Sei G = (V, E) ein Graph. Die Funktion
d:N— N, n [{v]|deg(v) =n}|
heifit Gradverteilung. Die Knotengrade werden dabei gezihlt und entsprechend ihrer Griofie aufgetragen.

Die Abbildungen 3 und 4 zeigen die Gradverteilung fiir einen Erdés-Rényi-Graphen und einen skalenfreien
Graphen.

Zur Visualisierung eines Graphen werden seine Knoten in der Regel als Kreise gezeichnet, wihrend eine
Kante zwei dieser Kreise verbindet.



Beispiel 2.5 Abbildung 1 zeigt die Visualisierung eines einfachen Graphen, sowie einige Beispiele obiger
Definitionen.

V={1,2,3,4,5,6,7}
E={{1,2},{2,3},{2,4},{3,4},
{3,6},{4,5},{5,6},{6,7}}
N(2)={1,3,4}
deg(2) =3

d={(12),(2—1),(3—4),(4— 0),...}

Abbildung 1: Beispiel eines Graphen

2.1.2 Aufbau

Fiir die Untersuchungen in den folgenden Kapiteln werden Graphen eingesetzt, die einem bestimmten
charakteristischen Aufbauschema folgen. Diese Schemata werden in diesem Abschnitt erldutert.

Bemerkung 2.6 Da die Aufbauvorschriften sowohl fiir gerichtete als auch fiir ungerichtete Graphen auf
gleiche Weise funktionieren, wird jeweils nur einer der beiden Fdille betrachtet. Die einzelnen Definitionen
lassen sich tiber folgende Vorschrift ibertragen:

(Gerichteter Graph) (u,v) € EA (v,u) € E e~ {u,v} € E (Ungerichteter Graph)

Definition 2.7 (2k-regulirer Kreisgraph) Ein 2k-regulirer Kreisgraph Gy = (V, E), k > 1 ist ein
endlicher Graph mit der Knotenmenge V = {1,2,... ,n}, n € N und der Kantenmenge:

E={(u,v) eVxV]v=utximodn, 1 <i<k}

In der Graphentheorie ist die Definition eines k-reguldren Graphen bekannt. Dies ist ein Graph, in dem
jeder Knoten den Grad k hat. Jeder 2k-regulérer Kreisgraph bildet einen 2k-reguldren Graphen. Eine
weitere Einschrankung ist hier jedoch, dass, ausgehend von einem Kreis mit n Kanten, jeder Knoten mit
allen Knoten, die iiber hochstens k Kanten erreicht werden kénnen, benachbart ist. Die Gradverteilung hat
damit die Gestalt einer Deltafunktion. In [Mar05] wird der 2k-regulédre Kreisgraph einfach als regulérer
Graph bezeichnet.

Beispiel 2.8 Abbildung 2 zeigt den j-requliren Kreisgraphen mit 10 Knoten.

Abbildung 2: 4-regularer Kreisgraph mit 10 Knoten



Definition 2.9 (Erdds-Rényi-Graph) Sei G = (V, E) ein Graph mit n = |V|. G heifit Erdés-Rényi-
Graph (ER-Graph) mit Parameter p, falls jedes Knotenpaar (u,v) € V. x V mit der Wahrscheinlichkeit
p durch eine Kante verbunden ist.

Erdés-Rényi-Graphen wurden erstmals 1959 in [Erd59] von PAUL ERDOS und ALFRED RENYI eingefiihrt.
Der Knotengrad eines jeden Knotens liegt — bedingt durch die Gleichverteilung im Algorithmus — nahe
am mittleren Knotengrad und folgt damit einer Gauf’schen Normalverteilung der Form

2
1 _ Ll z—p
e 2 ( o ) , mit Standardabweichung o und Erwartungswert .

oV 2T

Beispiel 2.10 Abbildung 3 zeigt einen ER-Graphen mit 15 Knoten mit seiner (blau) und der typischen
Gradverteilung (grau).

Hiufigheit
—

(x) (22

C

Abbildung 3: Erdés-Rényi-Graph mit 15 Knoten

Definition 2.11 (Skalenfreier Graph) Sei G = (V, E) ein Graph mit einer kleinen Anzahl mgy von
Knoten und einer leeren Kantenmenge E. Nun wird diesem Graphen in jedem Schritt ein neuer Knoten
hinzugefigt. Der neue Knoten ist mit m Kanten ausgestattet, welche mit existierenden Knoten verbun-
den werden. Dabei ist die Verbindungswahrscheinlichkeit proportional zum Knotengrad des Zielknotens,
insbesondere kann die Verbindungswahrscheinlichkeit p eines Zielknotens v’ € V wie folgt gewdhlt werden:

deg(v')
Z'UEV deg(v) .

Einen Graphen, der mit diesem Algorithmus erzeugt wurde, nennt man skalenfreier Graph oder nach

seinen Entdeckern auch Barabési-Albert-Graph (BA-Graph).

Skalenfreie Graphen wurden 1999 von ALBERT-LASZLO BARABASI und REKA ALBERT [Bar99] eingefiihrt.
Die Gradverteilung folgt hier einem Potenzgesetz der Form

Ae™ mit Ausfallrate ) € R.



Hiufigheit

Abbildung 4: Skalenfreier Graph mit 27 Knoten

Beispiel 2.12 Abbildung 4 zeigt einen BA-Graphen mit 27 Knoten. Die Gradverteilung ist wieder blau,
eine typische Verteilung grau dargestellt.

Einen guten Uberblick iiber ER- und BA-Graphen bietet beispielsweise [Bar04].



2.2 Zellulire Automaten
2.2.1 Notation

Automaten sind in der Informatik ein verbreitetes Mittel zur Analyse und Simulation von Problemen. Es
handelt sich um eine gedachte Maschine, die von einem realen oder erfundenen System abstrahiert und
sich damit auf die fiir die Simulation nétigen Aspekte konzentriert. Dadurch wird eine Problemstellung
besser verstdndlich und kann somit leichter analysiert werden. Der hier verwendete Automatenbegriff
wird wie folgt definiert:

Definition 2.13 (Automat) Ein (endlicher) Automat A ist ein 5-Tupel A = (S,I,0,0,) bestehend
aus

der (endlichen) Zustandsmenge S,

dem (endlichen) Eingabealphabet I,

dem (endlichen) Ausgabealphabet O,

der Transitionsfunktion 6: S x I — S und
der Ausgabefunktion \: S x I — O,

wobei S, I und O paarweise disjunkte Mengen sind.

Die Transitionsfunktion weist einem Zustand unter Beriicksichtigung der aktuellen Eingabe einen neuen
Zustand zu. Die Funktion ¢ heifit daher auch (Zustands-)Ubergangsfunktion.

Meist werden Automaten zur Erkennung von Sprachen im Bereich der formalen Sprachentheorie genutzt.
Zur graphischen Représentation eines Automaten werden seine Zustdnde als Knoten und die Transi-
tionsfunktion als Kanten eines gerichteten Graphen aufgefasst. Ausgaben werden in eckige Klammern
gefasst.

Beispiel 2.14 Der Automat in Abbildung 5 erkennt die regulire Sprache a*b(bb)*. Bei dem gezeigten
Automaten handelt es sich um einen NFA (non-deterministic finite automaton), der obige Definition um
einen dezidierten Anfangszustand erweitert, welcher aber hier nicht weiter bendtigt wird. Das Beispiel ist
[Otto04] entnommen.

S =1{0,1,2,3}
I={a,b}
O = {OK, fail}
A(2) =OK
A0) = A(1) = A(3) = fail
6(0,a) =3
(O»b):

Abbildung 5: Beispiel eines Automaten

Niheres zu Automaten und formalen Sprachen findet sich beispielsweise in [Sch97]. Es folgen zwei kleinere
Definitionen, welche zur Definition des zelluldren Automaten bendtigt werden:

Definition 2.15 (Nachbarschaft) Sei X eine Menge. Eine Nachbarschaft N auf X ist eine Funktion
N: X — P(X).

Die Menge N (z), also das Bild von x € X, heiffit Nachbarmenge von . Elemente y € N(z) dieser Menge
sind Nachbarn zu x, man sagt y ist benachbart mit x.

Insbesondere ist die in Definition 2.2 eingefiihrte Graphennachbarschaft eine Nachbarschaft im Sinne
obiger Definition.



Definition 2.16 (Zellraum) FEin Zellraum R ist ein Tripel R = (C, S, xo) bestehend aus

der Zellmenge C,
der Zustandsmenge S und
einer Funktion xo:C — S,

die jedem c € C einen Zustand s = xo(c) € S zuordnet. Elemente der Zellmenge C heifien Zellen.

Zelluldre Automaten wurden erstmals 1940 von STANISLAW ULAM erwidhnt. JOHN VON NEUMANN er-
weiterte Ulams Idee zu einem universellen Berechnungsmodell. Die in diesem Dokument verwendete De-
finition lautet wie folgt:

Definition 2.17 (Zelluldrer Automat) FEin zellulirer Automat CA ist ein Tripel CA = (R, N,dy)
bestehend aus

einem Zellraum R = (C, S, xo),
einer Nachbarschaft N auf der Zellmenge C und
der Transitionsfunktion é,:C x P(C) — S mit x:C — S.

Die Transitionsfunktion ermittelt hier anders als bei dem zuvor betrachteten Automaten zu einer gegebe-
nen Zelle und einiger Nachbarn einen neuen Zustand. Die Zustdnde der iibergebenen Zellen kénnen mit
der x-Funktion ermittelt werden.

Die Startkonfiguration yg eines zelluliren Automaten ist eine Liste von Zusténden aller Zellen zum Zeit-
punkt £ = 0:

Yo = (xo(c0), Xxo(c1), ---)
Ausgehend von der Startkonfiguration yg ergibt sich der Begriff der (Folge-)Konfiguration durch Anwen-

dung der Transitionsfunktion d,. So kann ein zeitlich dynamischer Prozess simuliert werden. Es gilt:
yr = (xe(co)s xe(er), --)

wobei
Xi:C — S, cr— 0y, (¢, N(c)) firi>1

gesetzt wird. Insbesondere gilt damit x1(c) = dy,(c, N(c)), wobei xo die bereits bekannte Zustandsfunk-
tion des Zellraums ist. Insgesamt kann man sagen, dass die Funktion x;(c) den Zustand der Zelle ¢ zum
Zeitpunkt t angibt.

Bemerkung 2.18 Der zellulire Automat verkniipft mehrere endliche Automaten, um eine rdaumlich-
zeitliche Simulation zu ermdglichen. Fir jede Zelle ¢ € C' wird ein endlicher Automat A, der Form

Ac = (Sv P(O)v S, 5)(3 /\)
definiert. Die Ausgabefunktion emittiert dabei den Zellzustand:
XS xP(C)— S, (s,N(c))+s.

Definition 2.19 (Binirer zellulirer Automat) FEin bindrer zelluldrer Automat ist ein Automat mit
nur zwei Zustinden. Meist wird die Zustandsmenge S = {0,1} verwendet.

Ausgangspunkt der spiteren Experimente ist ein zelluldrer Graphenautomat, also ein zelluldrer Automat,
dem die Nachbarschaft eines Graphen unterliegt. Dieser Graphenautomat wird wie folgt modelliert:

Definition 2.20 (Zellulirer Graphenautomat) FEin zellulirer Graphenautomat GA ist ein 4-Tupel
GA = (G, S, x0,6y) bestehend aus:

einem endlichen Graphen G = (V, E),

einer Zustandsmenge S,

der Zustandsfunktion xo:V — S und

der Transitionsfunktion 6,:C x P(C) — S mit x:C — S.

Dieser zelluldre Graphenautomat bildet einen zelluldren Automaten CA = (R, N, d,) wobei R den Zell-
raum R = (V, S, xo) der Knoten darstellt und N die Graphennachbarschaft des Graphen G repriisentiert.

10



2.2.2 Beispiel
Zum besseren Verstéindnis der zelluldren Automatentheorie wird ein populdres Beispiel vorgestellt:
Beispiel 2.21 (Game of Life) Der wohl bekannteste zelluldre Automat wurde von JOEN H. CONWAY

in seinem ,Spiel des Lebens“ (Game of Life) [Con70] verwendet. Hierbei handelt es sich um eine recht
einfache Simulation von komplexen Wachstumsprozessen.

Abbildung 6: Conways ,,Game of Life"

Das ,,Game of Life“ definiert zwei Zustinde S = {tot,lebendig}, die hiufig als S = {0,1} kodiert
werden. In Abbildung 6 sind lebendige Zellen schwarz und tote Zellen weifl dargestellt.

Die Nachbarschaft ist als regelméfiges viereckiges Gitter definiert Zwei Zellen sind benachbart, wenn
sie mindestens eine Ecke des Feldes gemeinsam haben, also alle Zellen, die ein Feld horizontal, vertikal
oder diagonal von einer anderen Zelle entfernt sind. Diese Nachbarschaft wird als Moore-Nachbarschaft
bezeichnet.

Die ,,Spielregeln* werden durch die Transitionsfunktion J, angegeben. Diese ist definiert als:
1 falls ZC/EN(C) X( /) =3
=2

Oy (CaN(C)) =4 Xx(c) falls ZC/GN(C) x(c)
0 sonst

C
C

Abbildung 7 zeigt die Wirkung dieser Ubergangsfunktion anhand von einigen Beispielen.

Eine Zelle mit genau 3 Nachbarn Eine Zelle mit genau 2 Nachbarn
lebt bzw. wird geboren behilt ihren momentanen Zustand

~ bzw.

Eine Zelle stirbt, wenn sie mehr
als 3 Nachbarn hat (Uberbevélkerung)

Eﬁw .

Abbildung 7: Transitionsfunktion im ,,Game of Life"

Eine Zelle stirbt, wenn sie weniger
als 2 Nachbarn hat (Vereinsamung)

Visualisiert man nun die Konfigurationen des verwendeten zelluldren Automaten iiber eine gewisse Anzahl
an Zeitschritten, so zeigt das System eine erstaunliche Komplexitdt in Anbetracht des deterministischen
Verhaltens der Transitionsfunktion.

Neben stabilen Endzustéinden, kénnen oszillierende Objekte (so genannte ,Blinker“) auftreten, die nach
einer bestimmten Anzahl von Zeitschritten wieder ihre Ausgangsgestalt annehmen. Auflerdem kénnen
,Gleiter” erzeugt werden, die sich innerhalb des Zellraums bewegen kénnen. Auch ein vollig chaotisches
Verhalten oder das vollstéindige Aussterben der Zellpopulation ist moglich.
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2.3 Analysemethoden
2.3.1 Simulation

Die Transitionsfunktion J,, lasst die Simulation eines dynamischen Prozesses auf dem zelluldren Automa-
ten CA = (R, N, d,,) zu. Die Zusténde des Zellraums bilden dabei ein rdumliches Muster, die Betrachtung
iiber eine gewisse Zeit ein zeitliches Muster.

Die beiden folgenden Definitionen bilden die Terminologie einer solchen Simulation:
Definition 2.22 (Simulation) Die Simulation der Dynamik eines zelluliren Automaten ist ein Paar
(CA,T) bestehend aus

dem zelluldren Automaten CA = (R, N,0y) und

der Simulationszeit T € N.

Definition 2.23 (Raumzeitliches Muster) Sei (CA,T) eine Simulation von CA mit der Zellmenge
C = {co,¢1,-..,¢n}. Das aus der Simulation resultierende raumzeitliche Muster D ist eine Matriz von
Zustinden in S. Die Matriz hat folgende (n+ 1) x (T + 1) Elemente:

XOECO; Xogclg Xogcng Yo
D_ X1'0 X1:1 | Xl.n _ y'1 :( — e, )
xr(co) xr(cr) -+ xr(en) yr

Die Zeilen von D sind die bereits eingefiihrten Konfigurationen y; des Automaten. Sie bilden die raum-
lichen Muster der Simulation. Die Spalten geben die zeitlichen Muster z. des Automaten wieder.

Das raumzeitliche Muster der Simulation kann visualisiert werden: Jedes Element der Matrix D wird in
einen Bildpunkt umgesetzt. Die Farbe des Bildpunktes gibt dabei den Zustand an. Bei binéren zelluldren
Automaten wird schwarz fiir den Zustand 1 und weif3 fiir den Zustand 0 verwendet.

Beispiel 2.24 Abbildung 8 zeigt das raumzeitliche Muster einer Simulation tiber 200 Zeitschritte. Der
verwendete zelluldre Automat verfiigt iber 200 Zellen.

Abbildung 8: Beispiel eines raumzeitlichen Musters

2.3.2 Entropie

Ein Ziel bei der Analyse von zelluldren Automaten ist es, den Informationstransport im Netzwerk aus-
zuwerten. Zu diesem Zweck definierte CLAUDE ELWOOD SHANNON in seinem beriihmten Artikel ,A
mathematical theory of communication [Shad8] die Entropie. Der Begriff stammt von dem griechischen
Wort evrpomiae (Wendung, Umwandlung) und ist der Thermodynamik entliehen, wo die Entropie ein
Ma$ fiir die Unbestimmtheit der mikroskopischen Struktur eines Systems ist [Wik06].
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Definition 2.25 (Entropie) Sei p; eine Wahrscheinlichkeit fiir den Zustand i € ¥. Die Entropie H ist
definiert als
H=—> pilog(p:).
=

Diese allgemeine Definition wird fiir unsere Zwecke in zwei Varianten einfiihrt. Dabei wird jeweils der
zelluldire Automat CA = (R, N, 6, ) betrachtet.

Definition 2.26 (Shannon-Entropie) Die Shannon-Entropie S wertet die Zustinde einer Zelle ¢ € C
im zeitlichen Muster des zelluldren Automaten aus. Sie ist definiert als:

S. = —Zps logy(ps) und S = Z |SC?|

ses ceC

Dabei ist ps die Wahrscheinlichkeit, dass sich die Zelle ¢ im Zustand s € S befindet.

Definition 2.27 (Word-Entropie) Die Word-Entropie W betrachtet Blicke einer bestimmten Linge
innerhalb der zeitlichen Muster z., c € C'. Es gilt:

T+1

We
We = — Z pelogs(pe) und W = Z el
£=1 ceC

Dabei ist pp die Wahrscheinlichkeit fir ein Wort der Linge £ in z.. Die mazxzimale Wortldnge betrdgt dabei
sicherlich T + 1, da das raumzeitliche Muster nur T + 1 Zeilen enthdlt.

Fiir obige Entropien wird insbesondere log(0) = 0 definiert, um die Entropie fiir alle Wahrscheinlichkeiten
auswerten zu kénnen. Die Entropie erreicht ihr Minimum falls ein sicheres Ereignis (p; = 1) beteiligt ist.
Das Maximum tritt dagegen bei einer Gleichverteilung der Wahrscheinlichkeiten auf. Als Approximation
der Wahrscheinlichkeiten p; wird in dieser Arbeit die jeweilige relative Haufigkeit verwendet.

Beispiel 2.28 Betrachtet wird das raumzeitliche Muster D, wie in Abbildung 9 angegeben. Der verwen-
dete zellulire Automat hat die Zellmenge C' = {co, c1, c2,¢3,ca}, die Simulationszeit betrigt T = 11.

01 1 1 0 c Co C1 C2 C3 Cy4
001 10 po | G2  Sha 32 Oha B/io
101 10 p1| G2  Sha Y% 12/19 T/
1101 1 S. [ 1.000 1.000 0.811 0.000 0.979 § = 3791/5 = 0.758
0O 1 1 1 1
D= 0 0 1 1 1 C Cp C1 C2 C3 Cy
1t o111 p| % 2/7 3/6 0/ 36
11010 p2 | S 5/7 %% 0h s
O 1 1 1 1 P3 0/6 0/7 3/6 0/1 1/6
001 11 D4 6 0/7 /s 0/1 s
101 10 pi2 | % 0/7 0/ 1/ 0/
1 1 0 1 1 W, | 0.000 0.863 1.000 0.000 1.792 W = 3.655/5 = 0.731

Abbildung 9: Beispiel eines raumzeitlichen Musters

Allgemeine Informationen zur Entropie finden sich in [Sha48] und [Hiit01], die hier eingefiihrten Varianten
in [Mar05].
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2.3.3 Klassifikation

Da die Anzahl der moglichen Transitionsfunktionen je nach Nachbarschaftsgrad beliebig grofl werden
kann (bei einem bindren zelluliren Graphenautomaten iiber einem 4-reguldren Kreisgraphen bereits
232 Funktionen), erscheint eine Klassifikation der entstehenden Dynamik sinnvoll. STEPHEN WOLFRAM
[Wol84, Wol86] gelang es Ende der sechziger Jahre vier Klassen zu definieren, die eine solche Einteilung
der raumzeitlichen Muster zulésst. Diese Klassen sind:

Wolfram-Klasse I: In der ersten Klasse befinden sich alle Muster, die sich zu einem unveridnderlichen
stationéiren Fixpunkt entwickeln. Dadurch ergeben sich sehr monotone Gebilde, wie sie in Abbildung
10 (a) zu sehen sind.

Wolfram-Klasse II: Die zweite Wolfram-Klasse enthélt alle Muster, die (lokal) periodische oder oszillie-
rende Strukturen enthalten. Diese Strukturen sind vorhersagbar. In Abbildung 10 (b) beispielsweise
endet das zeitliche Muster jeder Zelle in einer Periode der Linge 2, wodurch die néichsten Schritte
vorherbestimmt sind.

Wolfram-Klasse ITI: Muster der dritten Wolfram-Klasse sind ungeordnet/chaotisch. Das System ist
hier instabil und wechselt kontinuierlich seinen Zustand, wodurch eine Vorhersage der nichsten
Konfigurationen unmoglich wird. Abbildung 10 (c) zeigt ein solches chaotisches Muster.

Wolfram-Klasse IV: In der vierten Klasse bilden die Muster komplexe Strukturen, die sich durch Zeit
und Raum fortbewegen. Diese zeigen zwar eindeutig Organisationsstrukturen, sind jedoch ebenso-
wenig wie die chaotischen Muster vorhersagbar. Ein Beispiel eines Klasse IV-Musters findet sich in
Abbildung 10 (d).

(a)

(c)

Abbildung 10: Beispiele fiir die Klassifikation eines raumzeitlichen Musters
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3 Netzwerkmotive

3.1 Definition

Zur Definition eines Netzwerkmotivs in einem Graphen werden einige weitere Definitionen aus der all-
gemeinen Graphentheorie benotigt, die nachfolgend beschrieben werden. Die Definitionen beziehen sich
groftenteils nur auf gerichtete Graphen, kénnen aber (mit der Vorschrift aus Bemerkung 2.6) auch analog
fiir ungerichtete Graphen definiert werden.

Definition 3.1 (Subgraph) Sei G = (V, E) ein Graph. Ein Graph G' = (V' E’) heifst (induzierter)
Subgraph von G, falls gilt:

V'CV und E' ={(u,v) EE|ueV' AveV'}.
Hiufig wird in diesem Fall auch einfach G' C G geschrieben.

Definition 3.2 (k-Subgraph) Sei G = (V, E) wieder ein Graph. Ein k-Subgraph G’ = (V', E’) von G
ist ein Subgraph mit k Knoten. Es gilt also:

G' CGund |V'|=k.

Definition 3.3 (Graphen-Isomorphismus) Zwei Graphen Gi = (Vi, Ey) und Gy = (Va, E2) heiflen
isomorph, falls es eine bijektive Abbildung ¢: Vi, — Vo gibt, fir die gilt:

{o(v) [ v e Vi} =V und {($(u), p(v)) | (u,v) € Er} = E.

Eine solche Abbildung ¢ heifst Graphen-Isomorphismus. Man schreibt auch Gy = Gs, um die Existenz
eines Graphen-Isomorphismus zu kennzeichnen.

Beispiel 3.4 Abbildung 11 zeigt zwei Subgraphen des in Abbildung 1 eingefiihrten Graphen. Beide Subgra-
phen sind 3-Subgraphen, da sie jeweils 3 Knoten enthalten. Auflerdem gibt es einen Graphen-Isomorphis-
mus ¢, der wie folgt definiert ist:

v |1 2 3

o(v) ‘ 7T 6 5

Abbildung 11: Beispiel fiir Subgraphen und Graphenisomorphie

Definition 3.5 (Erreichbarkeit) Sei G = (V, E) und u,v € V zwei Knoten aus G. Der Knoten v heifit
erreichbar von u, falls es einen ununterbrochenen Kantenzug von u nach v gibt, falls also gilt:

Jw, eV, 0<i<n: (u,w1) € EA(w,wz) €EN---A(wy,v) € E.

Definition 3.6 (Zusammenhang) Ein ungerichteter Graph G = (V, E) heifit zusammenhéngend, falls
von jedem Knoten uw € V alle anderen Knoten v € V, u # v erreichbar sind. Fin gerichteter Graph
G' = (V' E') heifit (schwach) zusammenhéngend, falls der zugehdrige ungerichtete Graph

G = (V' {{u,v} € V' x V' | (u,v) € E'})

zusammenhdngend ist.
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Beispiel 3.7 Fasst man die beiden Komponenten in Abbildung 11 als einen Graphen auf, so ist Knoten
3 von Knoten 1 aus erreichbar, Knoten 6 allerdings nicht. Der Graph ist daher nicht zusammenhdngend.

Betrachtet man den linken Subgraphen fir sich, so kann von Knoten 1 aus Knoten 2 und 3 erreicht
werden (und umgekehrt), auferdem kann Knoten 3 auch von Knoten 2 erreicht werden (und umgekehrt),
der Subgraph ist daher zusammenhdngend.

Nun kann der Motivbegriff definiert werden: Zunéchst betrachtet man hier alle zusammenhéngenden
Subgraphen einer bestimmten Grofie und ordnet diese einer bestimmten (Isomorphie-)Klasse zu.

Definition 3.8 (Netzwerkmotiv) Sei G = (V, E). Die k-Motivmenge My, von G enthdilt alle zusam-
menhdngenden k-Subgraphen von G. Folglich gilt:

M ={G" = (V',E") | G' CGA|V'| =k A G zusammenhingend}
Die Elemente M von My, heiffen k-Netzwerkmotive oder einfach Motive.

Definition 3.9 (Motivrelation) Sei My, die k-Motivmenge eines Graphen G. Die Relation © heifst
Motivrelation der Grifie k und ist wie folgt definiert:

@ngXMk, (M17M2)€®<:>M1%M2

Aus der Definition von © mittels des g}raphenisomorphismus folgt direkt, dass © eine Aquivalenzrelation
auf der Motivinenge My, bildet. Die Aquivalenzklassen von © werden als [M]g, M € M} geschrieben.

Definition 3.10 (Motivklassen) Die Aquivalenzklassen
Ky = My/©
von © heiffen Motivklassen, thre Anzahl wird als Motivklassenzahl
or(G) = | Kyl
bezeichnet.
Definition 3.11 (Motivgehalt, Motivverteilung) Die Anzahl der Motive
amount(K) = |K|

innerhalb einer Motivklasse K € Ky wird als Motivgehalt bezeichnet. Listet man den Motivgehalt fiir
allen Klassen auf, spricht man von der Motivverteilung

amount(K;) = (amount(K;), amount(K), . .. amount(K,)),
mat ’Ck = {Kl, KQ, ey Kn}

Definition 3.12 (Motivkonzentration, Motivsignatur) Sei n = |My/| die Gesamitzahl der Motive.

Der Wert
_ |K| _ amount(K)

conctr(K)
n n

fiir K € Ky, spiegelt die Auftrittshaufigkeit der Motivklasse K im Graphen G wieder und wird als Motiv-
konzentration bezeichnet. Die Motivsignatur

conctr(Ky) = (conctr(K7), conctr(Ks), . . . conctr(K,)),

mit K, = {K1, Ka,..., Ky} ist eine Liste aller Motivkonzentrationen in G.
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Will man den Motivgehalt zweier Graphen vergleichen, ergibt sich zunéchst ein Problem, falls die Graphen
iiber eine unterschiedliche Anzahl von Knoten verfiigen. Die Motivsignatur schafft hier Abhilfe, da der
Motivgehalt iiber der Motivanzahl normiert wird. Leider ist auch diese Vergleichsmethode in der Praxis
meist ungeeignet, da die Graphen in der Regel eine unterschiedliche Vernetzungsstruktur und Gradver-
teilung haben. Es wird daher ein Verfahren benotigt, das besser auf die Unterschiede der zu vergleichenden
Graphen eingeht.

Die Gruppe um URI ALON schligt vor, den Graphen mit einer Reihe leicht variierter Zufallsgraphen mit
gleicher Gradverteilung zu vergleichen und dadurch den so genannten Z-Score [Aln04] zu bestimmen. Auf
diese Weise kann festgestellt werden, welche Motivklassen signifikant erhoht oder vermindert auftreten.

Definition 3.13 (Z-Score) Sei G ein Graph mit Motivklassenmenge K. Seien auflerdem Gi,1<i<
m, leicht variierte Zufallsgraphen, die (unter Beibehaltung der Gradverteilung) aus G entstanden sind.
Der Z-Score der Motivklasse K € Ky, ergibt sich als

_ K= <|K]>

2(K) std(|K|)

wobei < |K|> den Mittelwert des Motivgehalts aller randomisierten Graphen G; und std(|K|) die zuge-
horige Standardabweichung angibt.

Normiert man nun den Z-Score, verfiigt man iiber eine geeignete Methode, um verschiedenste Netzwerke
beziiglich ihrer Motive zu vergleichen. Die Auflistung aller normierten Z-Scores nennt man Signifikanz-
profil:

Definition 3.14 (Signifikanzprofil) Sei G ein Graph mit Motivklassenmenge Ky, = {K1, Ko, ..., K,}.
Der normierte Z-Score Zy der Motivklasse K € Ky, ergibt sich als:

_ 2K
- Yrer, Z(K)

Das Signifikanzprofil SP von G mit Motiven der Grifie k ergibt sich aus den normierten Z-Scores:

Zy(K)

SPy = (Z0(K1), Z0(K2), - -, Z0(Ky)).

17



3.2 Kilassifikation von Motivverteilungen
3.2.1 Betrachtete Motivklassen

Es gibt 2¢* verschiedene k-Subgraphen. Um die Zahl der méglichen Motivklassen zu bestimmen, miissen
die nicht zusammenhingenden Subgraphen abgezogen werden. Auflerdem diirfen zueinander isomorphe
Subgraphen nur einfach gezéihlt werden. Die Zahl wéchst dennoch sehr schnell, so dass die Auswertung
nur fiir eine relativ kleine Motivgrofle moglich wird. Die Motivklassenzahl selbst ist vom betrachteten
Graphen unabhéngig.

Im Folgenden werden in gerichteten Graphen ausschliellich Motive der Grofie 3 (13 Klassen) und in unge-
richteten Graphen Motive der Grofie 4 (6 Klassen) betrachtet. Die Motivklassen werden zur einfacheren
Beschreibung der Reihe nach durchnummeriert. Die Abbildungen 12 und 13 zeigen die genannten Motive
mit der zugehorigen Bezeichnung und Motivklassennummer.

WA AYANA

Motiv 1 Motiv 2 Motiv 3 Motiv 4 Motiv 5
V-out V-in 3-Chain Mutual in Mutual out
Motiv 6 Motiv 7 Motiv 8 Motiv 9 Motiv 10
Mutual-V Feed-forward loop 3-Loop Regulated mutual Regulating mutual
Motiv 11 Motiv 12 Motiv 13
Mutual and 3-Chain Semi clique Clique

Abbildung 12: Motivklassen der GréBe 3 in gerichteten Graphen

Motiv 1 Motiv 2 Motiv 3
2-V 4-Chain 3-Loop out

Motiv 4 Motiv 5 Motiv 6

4-Loop Semi clique Clique

Abbildung 13: Motivklassen der GroBe 4 in ungerichteten Graphen
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3.2.2 Charakteristische Signifikanzprofile in Familien von Graphenklassen

Die Forschungsgruppe um URI ALON hat sich bereits intensiv mit Motiven in den verschiedensten Netz-
werktypen auseinander gesetzt.

Eine der ersten Beobachtungen war, dass einzelne Motive in realen Netzwerken eine signifikante Erhchung
im Vergleich zu randomisierten Graphen zeigen [Aln02]. Diese motivspezifischen Erhchungen sind nicht
auf eine bestimmte Klasse von Netzwerken begrenzt: Es wurden charakteristische Signifikanzprofile in
Netzwerken aus der Biochemie, der Neurobiologie, der Okologie und dem Ingenieurwesen nachgewiesen.
Ein Ziel der Forschungsgruppe war dabei, bestimmte Bausteine zu identifizieren, aus welchen ein Netzwerk
eines bestimmten Typs besteht.

Zwei Jahre spéter veroffentlichte die Gruppe einen Artikel, in dem reale Netzwerke in verschiedene Klassen
(so genannte Superfamilies) eingeordnet werden [Aln04]. Neben Netzwerken aus den Naturwissenschaften
wurden hier auch soziologische und linguistische Netzwerke betrachtet. Die Untersuchungen lieferten eine
verbliiffende Ahnlichkeit der Signifikanzprofile innerhalb der einzelnen Familien, beispielsweise einen Kor-
relationskoeffizienten von iiber 0.99 in bestimmten biologischen Netzwerken. Die Einordnung von sozialen
Netzen und Hyperlink-Netzwerken aus dem Word Wide Web in eine gemeinsame Superfamilie ldsst auf
den dhnlichen Aufbau der beiden Netzwerktypen schlieBen. Abbildung 14 zeigt solche Superfamilien in
gerichteten Graphen. Betrachtete wurden Motive der Grofe 3.

_ Triad Significance Profile
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Abbildung 14: Superfamilien in gerichteten Graphen [AIn04]

Neben der grofien Ahnlichkeit innerhalb einer Familie zeigte sich ein recht grofier Unterschied zwischen
zwei verschiedenen Familien. Withrend soziale Netzwerke beispielsweise eine Uberhshung der Motive 7
(Feed-forward loop) und 13 (Clique) enthalten, sind in linguistischen Netzen eher die Motive 1 (V-out),
2 (V-in) und 3 (3-chain) zu finden.

Die nachfolgenden Abschnitte beschéftigen sich nun mit den charakteristischen Motivverteilungen der in
Kapitel 2.1.2 eingefithrten Aufbauschemata. Es werden zunéchst nur gerichtete Graphen betrachtet.
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3.2.3 2k-regulire Kreisgraphen

Der strukturierte Aufbau des 2k-regulidren Kreisgraphen bewirkt, dass die Motivverteilung des entstehen-
den Graphen einer ganz bestimmten Regel folgt. Ausgehend von einem Kreis mit k = 1, der ausschlieflich
Motive der Klasse 3 enthilt (3-Chain), entstehen durch die Verbindung der k néchsten Nachbarn fiir & > 1
Motive der Klasse 7 (Feed-forward loop), welche eine Abkiirzung auf dem duBeren Kreis bieten.

Die Motivsignatur ist unabhingig von der Anzahl der Knoten. Interessant ist hier die Beobachtung des
Parameters k. Wird dieser inkrementiert, erh6ht sich Motiv 3 um (k + 1) - |V| und Motiv 7 um % - [V].
Diese Formel erkléart auch die Tatsache, dass der Motivgehalt von Motiv 7 im 2k-reguldren Kreisgraphen
genau dem Motivgehalt von Motiv 3 im 2(k + 1)-reguléren Kreisgraphen entspricht.

Der normierte Z-Score steigt mit wachsendem k fiir das Motiv 7 an und vermindert sich im Motiv 3. Das
Signifikanzprofil enthélt hier keine negativen Werte.

Tabelle 1 listet die Motivverteilung und das Signifikanzprofil fiir £ = 1,...,8 auf, Abbildung 15 stellt die
Werte graphisch dar.

Motivverteilung 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
k=1 0 0 200 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
k=2 0 0 600 0 0 0 200 0 0 0 0 0 0
k=3 0 0| 1200 0 0 0 600 0 0 0 0 0 0
k=4 0 0| 2000 0 0 0| 1200 0 0 0 0 0 0
k=5 0 0| 3000 0 0 0| 2000 0 0 0 0 0 0
k=26 0 0| 4200 0 0 0| 3000 0 0 0 0 0 0
k=17 0 0| 5600 0 0 0| 4200 0 0 0 0 0 0
k=28 0 0| 7200 0 0 0| 5600 0 0 0 0 0 0
norm. Z-Scores 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
k=1 0.000| 0.000| 1.000| 0.000| 0.000| 0.000| 0.000| 0.000| 0.000| 0.000| 0.000| 0.000| 0.000
k=2 0.000| 0.000| 0.152| 0.000| 0.000| 0.000| 0.848| 0.000| 0.000| 0.000| 0.000| 0.000| 0.000
k=3 0.000| 0.000| 0.117| 0.000| 0.000| 0.000| 0.883| 0.000| 0.000| 0.000| 0.000| 0.000| 0.000
k=4 0.000| 0.000| 0.105| 0.000| 0.000| 0.000| 0.895| 0.000| 0.000| 0.000| 0.000| 0.000| 0.000
k=5 0.000| 0.000| 0.089| 0.000| 0.000| 0.000| 0.911| 0.000| 0.000| 0.000| 0.000| 0.000| 0.000
k=6 0.000| 0.000| 0.079| 0.000| 0.000| 0.000| 0.921| 0.000| 0.000| 0.000| 0.000| 0.000| 0.000
k=17 0.000| 0.000| 0.077| 0.000| 0.000| 0.000| 0.923| 0.000| 0.000| 0.000| 0.000| 0.000| 0.000
k=28 0.000| 0.000| 0.071| 0.000| 0.000| 0.000| 0.929| 0.000| 0.000| 0.000| 0.000| 0.000| 0.000
Tabelle 1: Motivverteilung und normalisierte Z-Scores in gerichteten 2k-reguldren Kreisgraphen
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Abbildung 15: Motivverteilung und normierter Z-Score in gerichteten 2k-reguldren Kreisgraphen
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3.2.4 Erdé6s-Rényi-Graphen

Um eine charakteristische Verteilung in Erdds-Rényi-Graphen zu finden, wurden Beispielgraphen mit
verschiedenen Vernetzungswahrscheinlichkeiten p erzeugt und auf Thren Motivgehalt untersucht. Die
Abbildungen 16 und 17 zeigen die resultierenden Motivverteilungen und den normalisierten Z-Score,
wihrend Tabelle 2 die Durchschnittswerte der einzelnen Vernetzungswahrscheinlichkeiten angibt. Die
Durchschnittswerte des normierten Z-Scores sind im Diagramm griin eingezeichnet. Die Graphen ver-
fiigen jeweils iiber 200 Knoten; zu den Vernetzungswahrscheinlichkeiten 0.5, 0.25, 0.2 und 0.18 wurden
jeweils 50 Graphen erzeugt.

Prinzipiell konnen in Erdés-Rényi-Graphen alle 13 Motivklassen enthalten. Dabei sind natiirlich Motive
mit wenigen Kanten wahrscheinlicher als Motive mit vielen Kanten. Das Motiv 13 (Clique) verfiigt mit
sechs Kanten iiber die meisten Kanten, es taucht nur duflerst selten auf.

Interessant ist zunéchst einmal, dass Motiv 3 (3-Chain) etwa doppelt so hiufig vorkommt wie die beiden
anderen Motive mit zwei Kanten, ndmlich Motiv 1 (V-out) und Motiv 2 (V-in). Diese treten fiir sich
genommen etwa gleich hiufig auf.

Die Motive mit drei Kanten, also Motiv 4 (Mutual-in), 5 (Mutual-out), 7 (Feed-forward loop) und Motiv 8
(3-Loop) treten etwa um den Faktor 50 weniger auf als Motiv 3. Dabei ist Motiv 8 durchschnittlich deutlich
weniger aufzufinden als die Ubrigen. Die Ahnlichkeit zu Motiv 3 lisst vermuten, dass die Uberhshung von
Motiv 3 zumindest teilweise auf Kosten des Motivs 8 entstanden sind. Motive mit mehr als drei Kanten
treten entsprechend seltener auf und sind in Threr Anzahl im Verhéltnis zu den Motiven 1-3 duferst
gering.
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Abbildung 16: Motivverteilung und normierter Z-Score in gerichteten ER-Graphen (1)

Motivverteilung 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
p=205 7961 | 7975 15931 839 841 22 845 274 22 23 44 2 0
p=0.25 2226 2243 4459 121 118 2 115 39 2 1 3 0 0
p=0.2 1446 | 1450| 2905 60 61 1 60 19 1 1 1 0 0
p=0.18 1185 1171 2359 48 48 1 43 15 1 0 1 0 0
norm. Z-Scores 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
p=20.5 -0.004 | -0.028 | 0.021| 0.006| -0.018| -0.037 | 0.031| -0.016| 0.004| 0.005| 0.007| 0.005| 0.005
p=0.25 0.024 | -0.007 | -0.003 | 0.003| -0.025| 0.026| 0.005| 0.013| 0.041| 0.021| 0.008| 0.022| 0.000
p=20.2 -0.021 | -0.006 | -0.006 | 0.012| 0.027| 0.029| 0.011| -0.006| 0.061| 0.039| 0.040| 0.000| 0.000
p=0.18 0.014 | -0.008 | -0.034 | 0.034| 0.018| 0.040|-0.012| 0.019| 0.066| 0.047| 0.037| 0.000| 0.000

Tabelle 2: Durchschnittliche Motivverteilungen und normalisierte Z-Scores in gerichteten ER-Graphen
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Abbildung 17: Motivverteilung und normierter Z-Score in gerichteten ER-Graphen (2)
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Bei Anderung der Vernetzungswahrscheinlichkeit p, bleiben Motivverteilung und normierter Z-Score er-
halten. Die Motivverteilung wird lediglich in Threr absoluten Anzahl erhoht (bedingt durch die gréfiere
Kantenzahl), die Charakteristik bleibt jedoch unveréndert).

Der normierte Z-Score zeigt in allen Diagrammen zunéchst ein chaotisches Verhalten, was scheinbar
im Widerspruch zu den Erkenntnissen der ALON-Gruppe steht [Aln04]. Die Graphen folgen allerdings
lediglich der gleichen Gradverteilung und stammen nicht aus einer bestimmten Problemdoméne, so dass
Erdés-Rényi-Graphen eben keine der dort genannten Superfamilien bildet.

Um auszuschliefen, dass es sich um eine zu grofle Variation beim Z-Score handelt, wurde dieser fiir
einige ausgewéhlte Graphen mehrfach berechnet. Durch die stochastische Definition des Z-Scores sind
diese natiirlich unterschiedlich, bleiben aber dennoch sehr nahe zusammen, so dass die im Diagramm
dargestellten Werte stabil sind. Fiir einen Beispielgraphen mit Vernetzungswahrscheinlichkeit p = 0.18
sind die Ergebnisse von fiinf Auswertungen des normierten Z-Scores nebst Mittelwert und Streuung in
Tabelle 3 gelistet.

Die griinen Durchschnittskurven in Abbildung 16 zeigen durch ihre Néhe zur Nulllinie, dass kein Motiv
iiberaus signifikant {iberhoht oder vermindert ist, was durchaus dem Aufbauschema von ER-Graphen
entspricht.

Lauf 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
1 -0.014 | 0.306 | -0.060 | -0.137 | 0.187 | 0.000 | -0.232 | 0.065 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
2 0.000 | 0.313 | -0.064 | -0.114 | 0.181 | 0.000 | -0.263 | 0.065 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
3 -0.011 | 0.304 | -0.067 | -0.111 | 0.205 | 0.000 | -0.237 | 0.065 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
4 -0.015 | 0.294 | -0.064 | -0.114 | 0.199 | 0.000 | -0.252 | 0.062 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000

5 -0.002 | 0.305 | -0.072 | -0.118 | 0.185 | 0.000 | -0.240 | 0.077 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
Mittelwert | -0.008 | 0.304 | -0.065 | -0.119 | 0.192 | 0.000 | -0.245 | 0.067 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
Streuung 0.007 | 0.007 | 0.005| 0.011| 0.010 | 0.000 | 0.013 | 0.006 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000

Tabelle 3: Verschiedene normierte Z-Scores des ersten Graphen mit p = 0.18

3.2.5 Skalenfreie Graphen

Bei skalenfreien Graphen ist der Motivgehalt von der Wahl der Verbindungswahrscheinlichkeit abhéngig.
Fiir den in Abschnitt 2.1.2 beschriebenen Ansatz

deg(v")
> ey deg(v)

ergibt sich eine grofie Zahl von Motiven der Klasse 3. Abbildung 18 zeigt wieder die Motivverteilung und
den normierten Z-Score von 50 skalenfreien Graphen mit einer unterschiedlichen Kantenzahl. Diese ist
durch den Parameter m, also der Anzahl Kanten, die mit jedem Knoten eingefiigt werden, bestimmt. Die
Durchschnittswerte sind in Tabelle 4 gelistet und im Diagramm griin dargestellt.

Ebenso wie bei Erdos-Rényi-Graphen treten bei skalenfreien Graphen alle 13 Motivklassen auf. Die Mo-
tivklassen 1 (V-out) und 2 (V-in) kommen wieder etwa halb so oft wie Motiv 3 (3-Chain) vor. Die Klassen
4 (Mutual-in) und 5 (Mutual-out) treten dagegen weit hiufiger auf als in Erdés-Rényi-Graphen. Bei Er-
hohung der Knotenzahl oder des Vernetzungsgrades erhoht sich jeweils die Motivanzahl, bleibt jedoch in
Threr Charakteristik gleich.

Die normierten Z-Scores zeigen eine Uberhohung der ersten drei Motive. Ab Klasse 4 wird der Z-Score
negativ, die Motive treten also vermindert auf (im Gegensatz zu den leicht variierten Zufallsgraphen).

23



Meotivgehalt

a5

oA

a3t

normierter Z-Score

FY

08

05

& 7

Motivklassen Motivklassen
(aym=3 (b)) m=3
4500 o5
LA}
&
£ S
5 2
g £
2 E
2
04
-05
1 2 4 5 & 7 8 § 10 1 12 13 1 2 3 4 5 6 7 1] L] tLd 11 12 13
Motivklassen Motivklassen
(c)m=24 (d)m=4
00 o,
04
a3
H
£ %
s ..
g i
= E
2
03
o = 04
o . —_— - - o5 . .
1 2 4 5 L] 7 8 L] 10 n 12 13 1 2 3 4 5 6 7 1] i ] 1 11 12 13
Motivklassen Motivklassen
() m=5 (fym=5
Abbildung 18: Motivverteilung und normierter Z-Score in gerichteten skalenfreien Netzwerken
Motivverteilung 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
m =3 1201 | 1200| 2343 338 341 42 60 16 6 7 10 3 0
m=4 1845| 1852 | 3622 590 597 74 119 36 14 14 25 8 0
m=5 2607 | 2593 | 5101 966 966 139 209 62 29 30 53 20 2
norm. Z-Scores 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
m=3 0.099 | 0.074| 0.136| -0.077| -0.101| -0.058 | -0.039 | -0.056 | -0.047 | -0.038 | -0.096 | -0.052 | 0.000
m =4 0.109| 0.097 | 0.139| -0.096 | -0.107 | -0.073 | -0.027 | -0.024 | -0.049 | -0.052 | -0.075 | -0.057 | -0.002
m=5 0.109| 0.086| 0.154| -0.101| -0.122| -0.093 | 0.006 | -0.021 | -0.024 | -0.025 | -0.052 | -0.056 | -0.009

Tabelle 4: Durchschnittliche Motivverteilungen und normalisierte Z-Scores in gerichteten BA-Graphen
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4 Variation von Netzwerkmotiven

4.1 Auswirkungen der Variation

Am biologischen Institut der Technischen Universitat Darmstadt wird der Zusammenhang von zelluldren
Automaten und Graphen betrachtet. Der Artikel ,Topology regulates pattern formation capacity of binary
cellular automata on graphs“ [Mar05] von CARSTEN MARR und MARC-THORSTEN HUTT verwendet
zelluldre Graphenautomaten und wertet deren raumzeitliche Muster (Dynamik) aus. Die Graphen werden
dann in ihrer Topologie variiert und erneut anhand ihrer Dynamik klassifiziert.

Zuniichst wird die Entropieebene betrachtet, in der Shannon- und Wordentropie fiir je ein raumzeitliches
Muster eingetragen werden. Hier wird der Zusammenhang zwischen Dynamik, Entropie und Wolfram-
Klasse sichtbar: Abbildung 19 zeigt Muster der Wolfram-Klasse I (stationir) in der linken unteren Ecke
(griin), Muster der Wolfram-Klasse III (chaotisch) in der rechten oberen Ecke (gelb), Muster der Klasse
IV (komplex) halbkreisférmig vor den chaotischen Mustern (rot) und Muster der Wolfram-Klasse 1T
(periodisch) im iibrigen Teil der Ebene (blau).

Word entropy W

0.4 0.6
Shannon entropy S

Abbildung 19: Verteilung in der Entropieebene [Mar05]

; ! hierarchization A ]
e o T ’ ¥ ‘n
= JF randomization  \
z # ) e
S 1p ol
@ 25 .
- g antihierarchization
5 E
= 08} i . 1
o T
Sos AT . .
061 020 30 40 50 60 70 te
Degree k, b
0.7 0.75 08 0.85 0.9 0.95 1

Shannon entropy S
Abbildung 20: Trajektorie in der Entropieebene [Mar05]
Die Untersuchung ergab, dass die Musterbildungsfihigkeit stark von der Topologie abhéingig ist. Diese
Abhéngigkeit erstreckt sich iiber unterschiedliche Graphentypen und Transitionsfunktionen hinweg. Auch

sind die Anderungen nicht auf eine bestimmte topologische Eigenschaft beschrénkt. Die Anderung von
topologischen Parametern ergab insbesondere eine Trajektorie innerhalb der Entropieebene, was eine
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Abhéingigkeit von Topologie und Musterbildungsfihigkeit vermuten lisst. Abbildung 20 zeigt eine solche
Trajektorie.

4.2 Ansatz und Probleme

Um die Auswirkungen von Motiven beobachten zu kénnen, werden Graphen benétigt, die einer bestimm-
ten Motivsignatur folgen. Sicherlich ist es unpraktisch diese per Hand zu erzeugen, so dass geeignete
Algorithmen gefunden werden miissen, um diese Aufgabe zu erleichtern.

Man kann solche Algorithmen in zwei Gruppen einteilen:

e Konstruktive Algorithmen erzeugen einen neuen Graphen, der einer bestimmten Motivsignatur
folgt. Man kann dies als eine Art Baukastensystem sehen, in dem die Motive in einer bestimmten
Anzahl vorgegeben werden und der Algorithmus versucht, diese zu kombinieren und damit einen
Graphen mit exakt dieser Motivsignatur zu schaffen.

e Variative Algorithmen beginnen mit einem Graphen und verdndern diesen sukzessive. Dabei wird
versucht einzelne Motive in andere zu transformieren, um mehr Motive einer bestimmten Klasse
zu erhalten bzw. die Motive einer Klasse zu reduzieren. Der variative Ansatz erlaubt die Analyse
zweier Graphen, die zwar eine verschiedene Motivsignatur haben, sich ansonsten aber noch recht
ghnlich sind.

Die vorliegende Arbeit beschrankt sich im Folgenden auf variative Algorithmen.

Das Herstellen einer bestimmten Motivsignatur stellt sich in der Praxis leider als schweres Problem heraus.
Da die betrachteten Subgraphen der Motive ineinander verwoben sind, wird durch die Erzeugung eines
bestimmten Netzwerkmotivs auch dessen Umgebung verédndert.

Beispiel 4.1 Wird das blau hervorgehobene Motiv 1 in Abbildung 21 verdndert, schligt sich die Anderung
auch in den Motiven 2-5 nieder. Diese Anderungsfortpflanzung bewirkt, dass sich die Motivsignatur des
variierten Graphen nur schwer kontrollieren ldsst.

Abbildung 21: Nebenwirkungen bei der Motivvariation

Dariiber hinaus werden durch wahlloses Einfiigen und Entfernen von Kanten die Topologieeigenschaften
des Graphen verdndert. Um die entstehende Motivsignatur besser analysieren und vergleichen zu kénnen,
sollen aber gerade diese topologischen Gréfien bei der Variation beachtet werden. Die wichtigsten dieser
Kenngrofien sind:

e die Gradsequenz,
e der Clustering-Koeffizient und

e der topologische Overlap.
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Zunéchst werden diese Kenngrofien definiert:
Definition 4.2 (Gradsequenz) Sei G = (V, E) ein Graph mit V = {v1,ve,...,v,}. Eine Folge
dV € Nn; dV = (deg(vl)v deg(UQ)a ) deg(vn))

heifst Gradsequenz des Graphen G. Es handelt sich um eine Liste aller Knotengrade in G.

Definition 4.3 (Clustering-Koeffizient) Sei G = (V, E) ein Graph und v € V ein Knoten in G.
Der (lokale) Clustering-Koeffizient misst den Vernetzungsgrad des Knotens v. Dazu wird die Menge L,
aller Kanten betrachtet, deren beider Knoten mit v benachbart sind. Diese wird normiert iiber der Anzahl
maoglicher Kanten. Der Clustering-Koeffizient ist also eine Funktion

2|Ly|
deg(v)(deg(v) — 1)

mit der Menge der untereinander verbundenen Nachbarn

cV—R, v~

L, ={(u,w) € E|ue N(w)Aw € N(v),u # v}.

Aufbauend auf den lokalen Clustering-Koeffizienten aller Knoten ldsst sich der globale Clustering-Koeffi-
zient zum Graphen G als Mittelwert aller lokalen Clustering-Koeffizienten angeben.

Die Definition des topologischen Overlaps folgt der in Hierarchical Organization of Modularity in Metabolic
Networks [Rav02] eingefiihrten:

Definition 4.4 (Topologischer Overlap) Sei G = (V, E) ein Graph und (u,v) € E eine Kante in
G. Der topologische Overlap misst den Vernetzungsgrad dieser Kante, indem die Zahl der gemeinsamen
Nachbarn der Kantenendpunkte (plus die betrachtete Kante selbst) durch das Minimum der Knotengrade
geteilt wird. Damit ergibt sich die Funktion

|IN(u) "N (v)| +1
min{deg(u), deg(v)}’

0oE— R, (u,v)—
Beispiel 4.5 Abbildung 22 zeigt einige Beispiele der obigen Definitionen in einem Beispielgraphen.

dy = (1,2,3,4,2,3,3)

c(1)=0 o(b) = /2
c(2)=1 o(c) =23
c3)=13  o(d)=1
cd)=12  ole)=1
c(5)=1 o(f)=2s
c6)=2%3  o(g) =23
o(N)=2%  o(h)=1
o(i)=1

Abbildung 22: Topologische KenngréBen

Die Gradsequenz ist dabei die wichtigste Kenngrofie, um die variierten Graphen miteinander vergleichen
zu konnen. Ein Variationsalgorithmus sollte also in jedem Fall die Gradsequenz beibehalten. Wird eine
Kante in einen Graphen eingefiigt, werden die beiden Endknoten in ihrem Grad inkrementiert; es muss
daher ein Ausgleich vorgenommen werden, welcher beide Knotengrade wieder vermindert. Um dies zu
erreichen wird jeweils eine Kante der beiden Knoten entfernt. Auch dies bewirkt wieder eine Anderung
in der Gradsequenz, namlich eine Reduktion in den beiden Endpunkten, welche durch eine Verbindung
der beiden ausgeglichen wird.
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Abbildung 23: Variationsalgorithmus zur Beibehaltung der Gradverteilung

Das Verfahren lésst sich auf eine beliebige Anzahl Knoten ausweiten: In einer Knotenmenge vy, va, . .. vy,

n = 0mod 2 mit (v1,v2), (v3,v4),...(Un—1,vn) € E und (va,v3), (v4,05),...(vn,v1) ¢ E werden die
Kanten vertauscht, das heifit es werden die Kanten (v1,v2), (vs,v4),...(Un—1,v,) entnommen und die
Kanten (vg,v3), (v, v5),...(vn,v1) eingefiigt. Die im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Algorithmen

tauschen die Kanten auf einem solchen zyklischen Kreis mit n = 4 Knoten.

Beispiel 4.6 Abbildung 23 zeigt diesen Algorithmus firn = 6 Knoten. Ausgehend von (a) wird die Kante
(u,v) eingefigt (b), was eine Lischung der Kanten (u,a) und (v,b) verlangt (c). Anschlieflend werden
zum Ausgleich die Kanten (a,c) und (b,d) eingefiigt (d). Die Gradverteilung wird ausgeglichen, indem
(c,d) entnommen wird (e). Der entstandene Graph (f) besitzt damit gerade die Kanten, die im Zyklus
(u,a,c,d,b,v) nicht enthalten waren.

Auch der topologische Overlap und der Clustering-Koeffizient kénnen in den Variationsalgorithmus ein-
flieen. Hier ist etwa eine Variation moglich, die versucht moglichst groie Clustering-Koeffizienten oder
topologische Overlaps herzustellen. Die beiden Groflien werden in dieser Arbeit nicht weiter betrachtet.

Die beiden folgenden Abschnitte beschreiben zwei Variationsalgorithmen, die in der Software MOTIF-
CoNTROL [EMO06] implementiert wurden und fiir die spiteren Untersuchungen verwendet werden.
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4.3 Heuristischer Ansatz

Die heuristische Variation implementiert einen lokalen Suchalgorithmus, welcher ausgehend vom aktuellen
Graphen einen variierten Graphen sucht, dessen Motivgehalt besser den gewiinschten Kriterien entspricht.

Der Ablauf der Variation gliedert sich in Runden und Schritte. Ein Schritt ist dabei eine elementare
Variation des Graphen, wie sie in Abschnitt 4.2 erldutert und in Abbildung 23 verdeutlicht wird. Es
werden ausschlielich Vertauschungen auf einem Kreis mit vier Knoten durchgefiihrt (n = 4).

Nun wird in jeder Runde eine gewisse Anzahl dieser Schritte durchgefithrt und der Motivgehalt des
Graphen neu berechnet. Ausgehend von den Motivklassen I, ergeben sich nach der Variation die Klassen
KC;.. Eine Ratingfunktion r bewertet nun die Variation der einzelnen Motivklassen. Die Funktion ist wie
folgt definiert:

rKp x Kj, — R, (K,K') — cx (amount(K) — amount(K")) mit cx € R.

Das Gesamtrating R der Variation ergibt sich als:

R= Y r(KK')
KeKy,
K'eKk],
K=K’

Die Koeffizienten cx ermoglichen die motivspezifische Bewertung. Soll beispielsweise Motiv 3 erhdht
werden, dabei aber die anderen Motive moglichst unberiihrt bleiben und Motiv 2 nur im Auflersten
erhoht werden, empfiehlt sich die Koeflizientenwahl etwa wie im Beispiel in Tabelle 5 zu treffen.

K 1 2 3 4 5 6
amount(K) 826 747 834 300 0 198
amount (K") 800 748 986 204 0 198 —
amount(K) — amount(K') | -26 1 152 -96 0 0 It = 1014
CK -1 -20 6 -1 -1 -1
r(K, K') 2% 20 912 96 0 0

Tabelle 5: Beispiel einer Ratingberechnung

Die Akzeptanzschwelle des resultierenden Ratings kann ebenfalls eingestellt werden. Alle Ratings oberhalb
dieser Schwelle werden akzeptiert. Wird ein Rating am Ende einer Variationsrunde akzeptiert, so wird
der Ausgangsgraph durch den variierten ersetzt. Ist das Rating aber kleiner als die Akzeptanzschwelle,
so werden keinerlei Anderungen am Graphen in die niichste Runde iibernommen.

4.4 Motivtransformation

Anders als bei dem vorgestellten heuristischen Variationsalgorithmus werden Anderungen in dem folgen-
den Algorithmus nicht riickgidngig gemacht. Grundidee ist hier das zuféllige Auswéhlen eines Motives und
dessen Transformation in ein bestimmtes Zielmotiv, das erh6ht werden soll.

Betrachtet wird also das Motiv M € M}, welches in das Zielmotiv M transformiert werden soll. Sind M
und M dquivalent beziiglich O, stellen sie also bereits das gleiche Motiv dar, wird ein anderes M gewahlt.
Zunichst muss dann eine isomorphe Form des Zielmotivs M gefunden werden, die moglichst nahe am
aktuell betrachteten Motiv M liegt. Als Metrik wird die Anzahl der Unterschiede in der Adjazenzmatrix
der beiden Motive verwendet.

AnschlieBend wird eine Liste aller Anderungen erstellt, die zur Transformation notwendig sind. Eine
Anderung kann das Einfiigen oder das Loschen einer Kante sein. Auch im Transformationsalgorithmus
soll die Gradsequenz erhalten bleiben, fiir jede Operation in der Anderungsliste muss also ein zyklischer
Kantentausch, wie in Abschnitt 4.2 beschrieben, durchgefiihrt werden. Zu den beiden Knoten, die durch
eine Kante verbunden werden sollen (oder zwischen denen eine Kante entfernt werden soll), werden folglich
zwei weitere Knoten gesucht, die einen solchen alternierenden Zykel bilden.
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Um diese beiden Knoten zu finden, wird zuniichst die Adjazenzmatrix der beiden Knoten im Ausgangs-
motiv M erzeugt. Nun wird diese Adjazenzmatrix um zwei zufillig gewihlte Knoten v und vo erweitert.
Die entstehende Matrix muss eine von vier bestimmten Strukturen besitzen, damit ein Kantentausch
moglich wird. Fiir das Einfiigen einer Kante sind das

0 0 1 = 0 0 *x 1
x* 0 % * 0 *x *
x % 0 =% und *x 1 0 0
* 1 0 0 * x *x 0

Vertauscht man die blau hervorgehobenen Einsen und Nullen, ergeben sich die beiden Strukturen fiir das
Léschen einer Kante:

0 1 0 = 01 = 0
* 0 *x % * 0 % x
x* % 0 x bzw. * 0 0 1
* 0 1 0 * x % 0

Ein x steht hier fiir einen beliebigen Wert in der Adjazenzmatrix. Der Test, ob eine Matrix iiber einen
alternierenden Zykel verfiigt — und damit den Kantentausch erlaubt — kann effizient durchgefiihrt werden,
da lediglich die Positionen (1,3), (4,2), (4,3) bzw. (1,4), (3,2), (3,4) verglichen werden miissen. Die Posi-
tion (1, 2) ergibt sich bereits durch die Operation, die durchgefiihrt werden soll (Kante einfiigen respektive
16schen), wihrend die Nullen auf der Hauptdiagonalen durch die Forderung, keine Schleifen im Graphen
zuzulassen, vorhanden sind.

Abbildung 24 zeigt ein Beispiel fiir eine Adjazenzmatrix, in der ein Kantentausch mdoglich ist. Die Matrix
entspricht der linken Struktur der Operation ,,Kante einfiigen®.

Abbildung 24: Variationsalgorithmus zur Beibehaltung der Gradverteilung

4.5 Ergebnisse

Prinzipiell zeigen beide Ansétze ein sehr dhnliches Verhalten: Motive mit vielen Kanten und Motive,
die vorher schon in hoher Anzahl vorhanden sind, lassen sich sehr schlecht herstellen, wihrend bei al-
len anderen Motiven signifikante Anderungen zu erwarten sind. Der heuristische Ansatz liefert dabei
immer wesentlich schneller ein Ergebnis und ist fiir die Gesamtberechnung oft besser geeignet als die
Motivtransformation.

Ein detaillierter Vergleich der beiden Variationsalgorithmen findet sich in [EMO6].
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5 Auswirkungen auf die Entropieebene

Nachdem die Motivverteilung der einzelnen Graphen analysiert ist und diese mit den beiden vorgestell-
ten Variationsalgorithmen auch verédndert werden kann, soll nun der Informationsgehalt der Netzwerke
untersucht werden.

Dazu wird, wie in Abschnitt 2.3 beschrieben, die Simulation (GA,T') des zelluliren Graphenautomaten
GA durchgefiihrt. Die Shannon- und die Word-Entropie werden zur Bestimmung des Informationsgehalts
verwendet.

Als Transitionsfunktion &, bieten sich die in [Mar05] eingefiihrten Q) und Q) an, mit

(k) | x(o) falls pr(N(c),c) <k

27 (N(0),¢) = { 1—x(e) falls pr(N(c),c) >k ’ ke {2}

wobei p; iiber die Zustéinde der Nachbarn normiert und ps dariiber hinaus auch den eigenen Zustand der
Zelle beachtet. Die beiden Hilfsfunktionen sind wie folgt definiert:

1

P1 (N(C),C) = —— Z X(Cl) bzw. P2 (N(C),C) = W

N &R (x@)+ > x(e).

c¢’€N(c)

Die Dynamik lasst sich tiber den Parameter x regeln. Der Artikel von CARSTEN MARR beschreibt die
Auswirkungen dieses Parameters und gibt giinstige Werte fiir die einzelnen Graphen vor. Meist ist die
Wahl zwischen 0.3 und 0.4 sinnvoll.

5.1 Testprotokolle

Fiir viele der nachfolgenden Untersuchungen werden Testprotokolle angegeben, welche die wichtigsten
Eckdaten einer Simulation enthalten. Die Testprotokolle wurden von der Software MOTIFCONTROL er-
zeugt und fiir die Verwendung in dieser Arbeit lediglich noch geringfiigig umformatiert. Der Aufbau eines
Testprotokolls gliedert sich in drei Bereiche: Kopf, Diagramm und Datentabelle. Ein Beispiel findet sich
in Abbildung 28.

Der Kopf beginnt mit dem Namen des Graphen bzw. der Graphenklasse sowie der Angabe der Kno-
tenzahl. In dieser Arbeit werden zusétzlich die zur Erzeugung verwendeten Parameter, also etwa den
Vernetzungsgrad p in Erdés-Rényi-Graphen oder die Anzahl der Kanten m die in skalenfreien Graphen
in jedem Schritt eingefiigt werden (siehe Abschnitt 2.1.2). Es folgt dann die Beschreibung des Variations-
algorithmus, der zwischen den einzelnen Simulationen auf den Graphen angewendet wird.

Die Parameterreihenfolge fiir den heuristischen Variationsalgorithmus (Abschnitt 4.3) lautet: Anzahl der
Runden x Anzahl der Schritte, die Bewertungsfunktion (beschrieben durch die Faktoren ck) und die
Akzeptanzschwelle fiir das resultierende Rating.

Fiir die Motivtransformation (Abschnitt 4.4) wird zunéchst das Zielmotiv angegeben, das erzeugt werden
soll. Es folgt der Prozentsatz der Subgraphen, fiir die eine Transformation durchgefiihrt werden soll,
die Operationsbeschriankung pro Transformation und die Suchschranke, welche die Anzahl der Versuche
angibt, eine giiltige Vertauschung wie in Abbildung 24 dargestellt, zu finden. Der letzte Parameter gibt
an, wie oft der Algorithmus ausgefiihrt werden soll.

' _Graph’: ) ( Variatio Q/ )

s, _ ke
Skalenfreier Graph, m = 3, 200 Knoten, Heuristische Variaﬁcion, 50 x 30 Schritte,
Bewertung: 13 -1 -1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1, Akzeptanzschwelle: 0

Dynamik (%), k = 0.29, 800/200 Schritte, 10 x 10 Simulationen

- . . ~
(_ Simulation

Abbildung 25: Beispiel eines Kopfes in einem Testprotokoll
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Nach dem verwendeten Variationsalgorithmus werden die Parameter der Dynamik und der Simulation
angegeben. Zunédchst wird die Transitionsfunktion nebst zugehorigem Parameter s ausgegeben, danach
folgt die Simulationszeit, welche sich in den Transienten und die tatséchliche Simulationszeit aufteilt.
Der Transient (erster Wert) wird nicht zur Auswertung der Dynamik herangezogen. Dadurch wird ver-
sucht eine groflere Unabhéngigkeit vom Anfangszustand zu erreichen und damit mogliche Stérungen im
System zu harmonisieren. Der zweite Wert ist die Anzahl der Zeitschritte, die fiir die Berechnung der
Entropien relevant sind. Die letzten beiden Werte geben die Anzahl der Simulationen (erster Wert) und
Simulationsrunden (zweiter Wert) an. Simulationsrunden sind dabei eigenstéindige Simulationen, deren
Entropiewerte gespeichert und anschliefflend gemittelt werden, um auch hier Stérungen zu minimieren.
Abbildung 25 zeigt die einzelnen Bereiche des Kopfes noch einmal graphisch auf.

Der zweite Bereich, das Diagramm, enthiilt fiir jeden der berechneten (gemittelten) Entropiewerte einen
Punkt. Die Punkte werden gemé&f ihrer Berechnungsreihenfolge verbunden, um eine Trajektorie sichtbar
zu machen.

Die Datentabelle enthélt schlieflich die Motivverteilung, den Z-Score und die Entropiewerte. Die erste
Spalte (No.) gibt die Simulationsnummer an, 0 steht dabei fiir die erste Simulation, die noch auf dem
Ausgangsgraphen agiert, wihrend Simulation 1 die Motivverteilung und die Entropien nach der ersten
Anwendung des Variationsalgorithmus angibt. Die mit Z eingeleiteten Zeilen enthalten die Z-Scores der
einzelnen Motivklassen, diese sind fiir den Ausgangsgraphen und fiir den Graphen, der nach Anwendung
der letzten Variation entstanden ist, angegeben. Zur besseren Ubersicht enthilt die letzte Zeile noch
einmal die Motivklassen in ihrer graphischen Représentation.

5.2 Regulire Kreisgraphen

Zunichst wurden 2k-reguldre Kreisgraphen getestet. Die Motivverteilungen fiir £ = 1,...,8 wurden
bereits in Abschnitt 3.2.3 betrachtet. Es sind ausschliefilich die Motive 3 (3-Chain) und 7 (Feed-forward
loop) vorhanden. Obwohl die Motivstruktur fiir gegebene k hier einem ganz bestimmten Schema folgt,
sind die Werte fiir die Word-Entropie stark unterschiedlich. Sie reichen von 0.97 bis 1.93, wihrend die
Shannon-Entropie stets bei 0.99 bleibt. Einige typische Werte zeigt Tabelle 6.

Shannon-Entropie Word-Entropie

Mittelwert

Streuung

Mittelwert

Streuung

O~NOoO TN

0.996333264
0.999101488
0.996389701
0.998742699
0.996380740
0.998537878
0.999380778
0.998381929

0.000430199
0.000088819
0.000460256
0.000157964
0.000454510
0.000158293
0.000074631
0.000191649

1.932964096
1.055249923
1.932725731
1.270710804
1.932160980
1.375511513
0.971022841
1.445584185

0.008430199
0.010646618
0.012989819
0.013121472
0.017220707
0.015009835
0.016293419
0.018492464

Tabelle 6: Entropiewerte von 200 2k-reguliren Kreisgraphen mit Transition Q) und k = 0.4

Beide vorgestellten Variationsalgorithmen liefern ein breites Spektrum von Motivverteilungen und nor-
mierten Z-Scores. Abbildung 26 zeigt die Bereiche, die von Motivgehalt und normiertem Z-Score ange-
nommen werden im 2 - 2-reguldren Kreisgraphen mit 200 Knoten.

Dabei zeigt sich, dass Motiv 3 noch héher geregelt werden kann (von 600 auf 681), wihrend die Motivklasse
7 konsequent zerstért wird. Von den iibrigen Motivklassen konnen bis zu 190 erzeugt werden, wobei sich
Motive mit wenigen Kanten besser herstellen lassen, als Motive mit vielen Kanten.

Betrachtet man die normierten Z-Scores, durchliuft die Klasse 7 das grofite Intervall. Dies ist mit der
starken Abnahme des Motivgehalts (von anfinglich 200 bis zur volligen Vernichtung des Motivs) zu
erkldren.
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Wertebereich Motivgehak
Wertebereich narmierte Z-Scores

Motivklassen Motivklassen

(a) (b)

Abbildung 26: Auswirkungen der Variation im 2 - 2-regularen Kreisgraphen mit 200 Knoten

Abbildung 27: 2 - 2-reguldrer Kreisgraphen mit 20 Knoten vor und nach der Variation

Obgleich sich die Motivverteilung der 2k-reguldren Kreisgraphen recht stark beeinflussen lésst, ist zu-
néchst nur wenig Anderung in der Entropieebene zu erkennen. Bereits in Tabelle 6 war ersichtlich, dass
die Shannon-Entropie im Ausgangsgraphen 0.99 betrdgt. Die Zellzustinde 0 und 1 miissen also in je-
dem Knoten nahezu gleichverteilt sein, was durch die homogene Struktur jedes Knoten erkldrt werden
kann. Wéhrend der Variation bleibt die Shannon-Entropie in dieser Groflenordnung erhalten. Auch die
Word-Entropie schwankt nur wenig im Bereich von 0.97 bis 1.15 (k = 2) bzw. von 1.20 bis 1.49 (k = 4).

Im regulidren Kreisgraphen mit nur 20 Knoten, verhélt sich die Dynamik nahezu gleich wie im Test
mit 200 Knoten. Durch die geringe Knoten- und Kantenzahl kann hier jedoch der resultierende Graph
visualisiert und untersucht werden. Abbildung 27 zeigt den 2 - 2-reguldren Kreisgraphen mit 20 Knoten
vor und nach der Variation. Es ist einsehbar, dass die regulére Struktur des Graphen zwar zerstort ist, der
Kreis-Charakter jedoch nach wie vor présent ist, insbesondere, wenn man die Einbettung des Graphen
dndert.

Die Abbildungen 28 und 29 zeigen die Entropieebene eines Tests von 2k-reguléren Kreisgraphen mit 200
Knoten und & € {2,4}.
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Testprotokoll

2 - 2-reguldrer Kreisgraph, 200 Knoten, gezielte Motivtransformation, Motiv 6,

10.0 % aller Subgraphen, max. 3 Operationen, max. 300 Kantensuchen, 1 Schritt
Dynamik Q) x = 0.4, 800/200 Schritte, 10 x 10 Simulationen

.
34
L1
-
[=]
=
=
o
o
G
s %
4
1] 1
0 0,2 04 0,6 1
Shannon-Entropie
No. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 | Shannon Word
zZ 0.0 00| 37.4 0.0 0.0 0.0 | 207 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0 0 0| 600 0 0 0| 200 0 0 0 0 0 0 0.999 1.059
1 76 76 | 476 55 55 13 51 12 0 0 5 0 0| 0.996 1.066
2 61 56 | 358 95 85 22 16 10 0 5 4 1 0 0.992 1.111
3 57 54| 324 | 103 97 28 4 9 1 4 1 2 0 0.990 1.127
4| 42| 41| 275| 108 | 106 | 40 4 5 0 1 2 2 0| 0.991 1.137
5 34 34| 233 | 101 | 101 57 3 5 0 0 1 2 0 0.989 1.151
6 35 34| 239 | 104 | 102 56 2 4 0 1 1 1 0 0.990 1.144
7 32 31| 215 96 94 69 1 4 0 1 2 0 0 0.991 1.150
8 23 22| 190 98 96 72 0 2 1 2 4 0 0| 0.991 1.158
9 23 23| 185 93 93 81 2 2 0 0 1 0 0 0.991 1.152
10 25 25| 180 95 95 79 0 5 0 0 1 0 0| 0.991 1.144
Z 1.3 13| -0.7| -09| -0.9 1.6 0.0 4.7 0.0 0.0 1.1 0.0 0.0

Abbildung 28: Testprotokoll 2 - 2-reguldrer Kreisgraphen mit 200 Knoten
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Testprotokoll

2 - 4-regularer Kreisgraph, 200 Knoten, gezielte Motivtransformation, Motiv 6,
10.0 % aller Subgraphen, max. 3 Operationen, max. 300 Kantensuchen, 1 Schritt
Dynamik Q1) x = 0.4, 800/200 Schritte, 10 x 10 Simulationen

Word-Entropie
o

0 0,2 0,4 0,6 08 1

Shannon-Entropie

No. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 | Shannon Word
zZ 0.0 0.0| 37.6 0.0 0.0 00| 321 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0 0 0 | 2000 0 0 0| 1200 0 0 0 0 0 0 0.999 1.269
1] 329 | 326 | 1194 | 418 | 412 | 129 | 121 34 34 37 63 19 0 0.995 1.386
2| 288 | 294 | 968 | 522 | 534 | 204 31 19 16 10 46 26 3 0.993 1.434
3| 254 | 251 | 852 | 551 | 545 | 274 14 17 9 12 29 24 1 0.993 1.457
4| 237 | 240 | 803 | 542 | 548 | 325 9 12 6 3 20 14 7 0.990 1.490
5| 203 | 205 | 729 | 568 | 572 | 365 5 5 4 2 17 9 4 0.991 1.485
6| 236 | 237 | 823 | 591 | 593 | 328 5 6 3 2 10 9 1 0.993 1.456
7| 214 | 217 | 773 | 594 | 600 | 350 7 7 5 2 7 5 1 0.992 1.464
8| 237 | 237 | 821 | 598 | 598 | 340 4 5 0 0 6 6 1 0.992 1.465
9| 239 | 238 | 832| 611 | 609 | 329 8 8 1 2 4 3 0 0.993 1.447
10| 237 | 238 | 843 | 609 | 611 | 326 5 2 3 2 8 3 0 0.993 1.449
zZ 0.8 0.9 14| -14| -1.3 1.4 06| -1.1 1.1 0.3 09| -05 0.0

Abbildung 29: Testprotokoll 2 - 4-reguldrer Kreisgraphen mit 200 Knoten
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Getestet wurden auflerdem die gerichteten 2k-reguliren Kreisgraphen mit 200 Knoten und k € {1,...,8}.
Die Variation wurde auf die Maximierung einer der 13 Motivklassen ausgerichtet; es wurde die heuristische
und die gezielte Variation eingesetzt.

Keiner der Tests wies eine groBere Anderung in den Entropien auf, so dass man folgende Beobachtungen
festhalten kann:

Beobachtung 1 Nicht jede Anderung in der Motivverteilung wirkt sich direkt auf die Entropieebene aus.
Ein Graph, der aus einem anderen durch Variation entsteht, kann das gleiche dynamische Verhalten wie
der Ausgangsgraph haben.

Beobachtung 2 Graphen, deren Gradverteilung einer Deltafunktion folgt, zeigten in den Tests ein dhn-
liches dynamisches Verhalten. Fine Abhdngigkeit von der Motivverteilung konnte nicht nachgewiesen wer-
den.

5.3 Erdés-Rényi-Graphen

Bei einer Testreihe mit Erdds-Rényi-Graphen zeigte sich zunéchst ebenfalls keinerlei Auswirkung auf die
Entropieebene. Alle getesteten Graphen wiesen durchweg eine hohe, nahezu maximale Shannon-Entropie
auf, wiahrend die Word-Entropie im Bereich zwischen 1.397 und 1.522 zu finden war. Eine Variation
der Motive zeigte in keinem Testfall eine Anderung in den Entropien. Abbildung 30 zeigt ein solches
Testprotokoll, bei dem keine Anderung zu beobachten war.

Darauthin wurden zur Erzeugung des raumzeitlichen Musters genutzte Transitionsfunktion né&her be-
trachtet. Die beiden Funktionen Q) und Q2 zeigen fiir verschiedene Parameter s unterschiedliche
Ergebnisse der beiden Entropiemafle. Zu beobachten ist, dass eine komplexere Musterbildung nur in be-
stimmten Grenzen des Parameters x auftreten kénnen. Der Bereich liegt je nach Netzwerk etwa zwischen
0.2 und 0.4, sowie zwischen 0.6 und 0.8. Der zweite Bereich ergibt invertierte Muster, bei denen Nul-
len und Einsen vertauscht sind, die Entropie wird dadurch allerdings nicht veréndert, so dass es geniigt
den ersten Bereich zu betrachten. Auflerhalb der genannten Bereiche ist die Word-Entropie nahezu Null.
Fiir k unterhalb der Untergrenze, ist die Shannon-Entropie ebenso nahezu Null, wiahrend ein x iiber der
Obergrenze von ca. 0.4 einen nahezu maximalen Wert annimmt. Diese minimalen bzw. maximalen Werte
fithren dazu, dass die Muster ausschlieBlich die Wolfram-Klassen I und II annehmen.

Wendet man die Transitionsfunktion Q) auf Erd8s-Rényi-Graphen an, zeigen sich zwar verschiedenste
Werte der Word-Entropie, die Shannon-Entropie bleibt jedoch auf dem Ausgangswert von ca. 0.973.
Nicht so bei der Transitionsfunktion Q(2). Hier 15st sich die Shannon-Entropie fiir mittlere £ von ihrer
Maximalposition. In diesem Fall kann dann auch eine Trajektorie in der Entropieebene beobachtet werden,
welche die einzelnen Entropien der Motivvariation durchlduft. Die Grenzen der komplexen Muster bilden
sich bei k &~ 0.24 und k = 0.35. Dazwischen ergibt sich ein Trend nach links oben fiir steigende , wiahrend
die Motivvariation gerade in die entgegengesetzte Richtung strebt, ndmlich nach rechts unten. Abbildung
31 zeigt die Entropiewerte der einzelnen Variationsschritte und die Trajektorien, die sich dadurch ergeben.

Besonders interessant ist hier der Wert x = 0.29 fiir Q(®), da sich hier die deutlichste Trajektorie bildet.
Abbildung 32 zeigt das Testprotokoll des Versuchs. Die ersten beiden Entropiepaare weichen deutlich
von der weiteren Variation ab. Die Motivverteilung zeigt, dass Motive mit drei Kanten, also die Klassen
4, 5 und 7 abgebaut werden. Die Motivklasse 8 besitzt auch nur drei Kanten, wird allerdings sogar ein
wenig erhoht. Stark erhoht werden die Motive mit zwei Kanten. Vor allem im ersten Variationsschritt ist
eine grofle Verdnderung der Motivverteilung festzustellen, was den ersten Ausschlag erkldren kénnte. Der
zweite Variationsschritt zeigt leider keine solch deutliche Verédnderung in den Motiven, die den enormen
Sprung in der Shannon-Entropie rechtfertigen wiirde.
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Testprotokoll

Erdds-Rényi-Graph, p = 0.02, 200 Knoten, Heuristische Variation, 50 x 30 Schritte,
Bewertung: 13 -1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1, Akzeptanzschwelle: 0
Dynamik Q1) x = 0.4, 800/200 Schritte, 10 x 10 Simulationen

Word-Entropie

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Shannon-Entropie

No. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 | Shannon Word
Z| -03]| -05 0.4 01| -0.1 0.0 02| -0.6 15 1.3 1.1 0.0 0.0
0| 1653 | 1593 | 3175 70 72 0 71 20 2 2 3 0 0 0.988 1.463
1] 1735 | 1668 | 3299 17 11 0 57 31 0 1 0 0 0 0.988 1.460
2| 1753 | 1691 | 3341 0 0 0 52 30 0 0 0 0 0 0.988 1.456
3| 1753 | 1691 | 3341 0 0 0 52 30 0 0 0 0 0 0.988 1.450
41763 | 1701 | 3351 0 0 0 42 30 0 0 0 0 0 0.988 1.462
5| 1766 | 1704 | 3351 0 0 0 39 31 0 0 0 0 0 0.988 1.457
6| 1768 | 1706 | 3356 0 0 0 37 30 0 0 0 0 0 0.988 1.458
7| 1768 | 1706 | 3356 0 0 0 37 30 0 0 0 0 0 0.988 1.461
8| 1768 | 1706 | 3356 0 0 0 37 30 0 0 0 0 0 0.988 1.456
9| 1768 | 1706 | 3356 0 0 0 37 30 0 0 0 0 0 0.988 1.435
10 | 1770 | 1708 | 3364 0 0 0 35 28 0 0 0 0 0 0.988 1.463
zZ 4.4 4.4 | -0.7 0.0 0.0 0.0 -4.8 0.8 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

Abbildung 30: Testprotokoll Erdés-Rényi-Graph mit p = 0.02 und 200 Knoten
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Abbildung 31: Entropiewerte der beiden Transitionsfunktionen 2 mit verschiedenen Parametern s
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Testprotokoll

Erdds-Rényi-Graph, p = 0.02, 200 Knoten, Heuristische Variation, 50 x 30 Schritte,
Bewertung: 13-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1, Akzeptanzschwelle: 0
Dynamik Q(?), x = 0.29, 800/200 Schritte, 10 x 10 Simulationen

[
‘a
o
:
=
L
o l<.’/‘\
™
o
=
14
0
o 0,2 04 0,6 0,8 1
Shannon-Entropie
No. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 | Shannon Word
Z| -03| -05 0.4 01| -0.1 0.0 0.2 | -0.6 1.5 1.3 1.1 0.0 0.0
0| 1280 | 1340 | 2681 99 | 111 1 53 23 0 1 1 0 0| 0.844 1.228
1| 1396 | 1436 | 2902 13 6 0 46 25 0 0 0 0 0| 0.793 1.271
2| 1408 | 1453 | 2921 5 3 0 37 26 0 0 0 0 0| 0.929 1.340
3| 1414 | 1461 | 2937 0 0 0 34 25 0 0 0 0 0| 0.933 1.326
4| 1417 | 1464 | 2943 0 0 0 31 24 0 0 0 0 0| 0.943 1.232
5| 1419 | 1466 | 2942 0 0 0 29 25 0 0 0 0 0| 0.943 1.216
6 | 1419 | 1466 | 2942 0 0 0 29 25 0 0 0 0 0| 0.942 1.222
7 | 1422 | 1469 | 2951 0 0 0 26 23 0 0 0 0 0| 0.946 1.179
8 | 1426 | 1471 | 2934 4 2 0 20 28 0 0 0 0 0| 0.948 1.153
9 | 1426 | 1471 | 2934 4 2 0 20 28 0 0 0 0 0 0.945 1.191
10 | 1426 | 1471 | 2925 4 2 0 20 31 0 0 0 0 0| 0.946 1.172
Z 5.8 54| -19| -1.4 ] -2.2 0.0| -5.1 2.4 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

Abbildung 32: Testprotokoll Erd8s-Rényi-Graph mit Transition Q)
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Die zusammengefassten Beobachtungen beziiglich der Transitionsfunktion sind also:

Beobachtung 3 Die Transitionsfunktionen Q1) und Q3 bilden Grenzen aus, zwischen denen eine kom-
pleze Musterbildung mdglich ist. Unterhalb und oberhalb der Grenzwerte ist die Word-Entropie nahezu
Null, wodurch keine Anderungen mehr sichtbar werden.

Beobachtung 4 Die Wahl der Transitionsfunktion und des Parameters k ist entscheidend fiir die Be-
obachtung von Trajektorien in der Entropieebene.

Beobachtung 5 Bei extremen Entropiewerten, also einer Word-Entropie von nahezu Null oder einer
Shannon-Entropie von nahezu Null bzw. Eins, konnte keine Trajektorie beobachtet werden. Die Entropie-
werte bleiben in einem solchen Fall weitgehend konstant.

Neben den Erdés-Rényi-Graphen, wie sie in Abschnitt 2.1.2 eingefithrt wurden, wurden auch azyklische
Erdds-Rényi-Graphen fiir die Experimente verwendet. Azyklische Graphen sind wie folgt definiert:

Definition 5.1 (azyklischer Graph) Sei G = (V| E) ein gerichteter Graph. G heif$t azyklisch, falls es
keine Zyklen in G gibt, also keinen Kantenzug der Form

(v,u1) € E, (uy,u2) € E,...,(up,v) € E firalleveV
ezistiert. Meist spricht man auch von einem zyklenfreien Graphen.

Fiir den algorithmischen Aufbau von azyklischen Graphen ist ein griffigeres Kriterium fiir Zyklenfreiheit
sinnvoll, damit die Auswertung im Programm effizient durchgefiihrt werden kann:

Bemerkung 5.2 Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph mit V. = {v1,va,...,v,} und einer Ordnung
v < vy < -0 < vn. G oist azyklisch, falls E nur Kanten enthdlt, deren Startknoten kleiner als der
Zielknoten ist, falls also gilt:

u<wv fir alle (u,v) € E.

Die hier betrachteten azyklischen Erdés-Rényi-Graphen werden mit dem in Definition 2.9 eingefiihrten
Algorithmus erzeugt. Soll ein Knotenpaar (u,v) verbunden werden, wird die Kante so eingefiigt, dass
der Startknoten kleiner dem Zielknoten ist. Das Verfahren entspricht dem Erzeugen eines ,normalen
ER-Graphen und das anschlieSende Sortieren der einzelnen Start- und Zielknoten.

Azyklische Erdés-Rényi-Graphen zeigen eine andere Motivverteilung und andere Entropiewerte. Insbe-
sondere tritt die Motivklasse 3 (3-Chain) nicht mehr am hiufigsten auf, vielmehr entspricht die Anzahl
etwa der der Klassen 1 und 2. Auflerdem koénnen natiirlich nur noch Motive auftreten, die keinen Zyklus

Motivge halt
g
g
normierter Z-Score

0,1

¥
82
o
03 ZF
oy

= e 0.
1 2 3 s 8 7 8 s 1 u 1z n 1 2 s a 5 & s s 1 o1 o1z 13
Motivklassen Motivklassen
(a) (b)

Abbildung 33: Motivverteilung und normierter Z-Score in gerichteten azyklischen ER-Graphen
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enthalten, diese sind: 1, 2, 3 und 7. Die Z-Scores zeigen entgegen den nicht zyklenfreien ER-Graphen
nun eine Regelméfigkeit: Motiv 3 ist signifikant iiberhoht, wéhrend die ersten beiden Motive vermin-
dert auftreten. Abbildung 33 zeigt die Motivverteilung und den normalisierten Z-Score von azyklischen
Erdés-Rényi-Graphen.

Die Entropien zeigen einen ebenso deutlichen Unterschied, wie die Motivverteilung. Beide Werte sind
deutlich niedriger als in nicht zyklenfreien ER-Graphen. Tabelle 7 zeigt einen Vergleich der beiden Entro-
pien.

Graph ‘ Shannon-Entropie  Word-Entropie
zyklisch 0.974 1.497
azyklisch 0.640 0.461

Tabelle 7: Typische Entropiewerte in zyklenfreien und nicht zyklenfreien Erdés-Rényi-Graphen

Das Interessante an der Betrachtung von azyklischen Graphen ist, dass nahezu mit jeder Konfiguration
eine Trajektorie in der Entropieebene sichtbar wurde. Der Trend dieser Trajektorien war immer der
gleiche: Die Entropien laufen in Richtung der rechten oberen Ecke. Abbildung 34 zeigt einige dieser
Trajektorien, ein vollsténdiges Testprotokoll, das auch die Motivverteilung vor und nach der Variation
enthilt findet sich dann in Abbildung 35

Der Vergleich von zyklenfreien und nicht zyklenfreien Erdos-Rényi-Graphen bringt nun folgende Beob-
achtungen mit sich:

Beobachtung 6 Die Betrachtung von zyklenfreien Erdds-Rényi-Graphen wies deutlich hdufiger eine Tra-
jektorie in der Entropieebene auf, als nicht zyklenfreie. Die Trajektorien sind auflerdem wesentlich linger.
Zyklen scheinen also einen grofien Finfluss auf die Entropiewerte zu haben.

Beobachtung 7 Die Trajektorie in der Entropieebene von azyklischen Erdds-Rényi-Graphen hat fiir
verschiedene Graphen eine dhnliche Gestalt und lduft nach rechts oben (Erhohung der Shannon- und der
Word-Entropie).

Word-Entropie

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Shannon-Entropie

Abbildung 34: Trajektorien in azyklischen Erdés-Rényi-Graphen
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Testprotokoll

Erdds-Rényi-Graph, p = 0.025, 200 Knoten, Heuristische Variation, 50 x 30 Schritte,
Bewertung: 13 -1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1, Akzeptanzschwelle: 0
Dynamik Q) x = 0.4, 800/200 Schritte, 10 x 10 Simulationen
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o
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=
14
0
o 0,2 04 0,6 0,8 1
Shannon-Entropie
No. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 | Shannon Word
Z| -3.0| -2.9 2.6 0.0 0.0 0.0 15 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0| 1598 | 1653 | 1693 0 0 0 60 0 0 0 0 0 0| 0.640 0.461
1| 1615 | 1670 | 1707 0 0 0 43 1 0 0 0 0 0| 0.707 0.829
211633 | 1688 | 1722 0 0 0 25 2 0 0 0 0 0| 0.735 0.890
311634 | 1689 | 1714 0 0 0 24 5 0 0 0 0 0| 0.718 1.030
4| 1634 | 1689 | 1714 0 0 0 24 5 0 0 0 0 0| 0.747 1.008
511634 | 1689 | 1714 0 0 0 24 5 0 0 0 0 0| 0.755 1.150
6 | 1635 | 1690 | 1712 0 0 0 23 6 0 0 0 0 0| 0.785 1.175
711638 | 1693 | 1721 0 0 0 20 4 0 0 0 0 0| 0.795 1.227
8| 1638 | 1693 | 1718 0 0 0 20 5 0 0 0 0 0| 0.803 1.234
9| 1641 | 1696 | 1721 0 0 0 17 5 0 0 0 0 0| 0.763 1.140
10 | 1641 | 1696 | 1721 0 0 0 17 5 0 0 0 0 0| 0.792 1.117
Z 4.7 4.6 2.3 0.0 0.0 00| -55 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

Abbildung 35: Testprotokoll azyklischer Erdés-Rényi-Graph mit 200 Knoten
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5.4 Skalenfreie Graphen

Auch bei skalenfreien Graphen ist die verwendete Transitionsfunktion ausschlaggebend fiir die entstehen-
den Trajektorien innerhalb der Entropieebene. Ausgehend von Beobachtung 4 werden also die Funktionen
QW und Q3 mit verschiedenen k-Werten getestet. Abbildung 37 zeigt die Ergebnisse.

Das Verhalten der Transitionsfunktion Q) dhnelt sehr stark den Erd8s-Rényi-Graphen: Die Shannon-
Entropie ist nahezu maximal, die Word-Entropie nimmt je nach x einen mittleren Wert an. Bereits in
Beobachtung 5 konnte festgestellt werden, dass sich bei maximalen Entropiewerten keine grofien Trajek-
torien bilden, dies bewahrheitet sich nun auch fiir skalenfreie Graphen.

Die Funktion Q) zeigte bereits fiir ER-Graphen eine Ausbildung von Trajektorien in der Entropieebene.
Bei skalenfreien Graphen werden diese Trajektorien noch wesentlich deutlicher. Die Grenzen fiir eine
komplexere Dynamik liegen hier bei etwa 0.2 und 0.35. Zu beobachten ist, dass die Werte innerhalb der
Grenzen stark variieren, so bewegen sich die Word-Entropien nach den einzelnen Variationsschritte fiir
k = 0.3 zwischen 0.005 und 0.629, wahrend die Shannon-Entropien die Werte 0.081 bis 0.443 durchlaufen.

Auflerdem wurden mehrere Testlaufe mit einer gleichen Parametrisierung durchgefiihrt, um die Abwei-
chungen der einzelnen Experimente besser einschétzen zu kénnen. Abbildung 36 zeigt fiinf Trajektorien,
die durch die Transition Q) und Parameter x = 0.3 entstanden sind. Die Entropiewerte sammeln sich
hier zunichst nahe bei Null. Im Laufe der Variation zeigen die Werte einen einheitlichen Trend nach
rechts oben, wobei es oftmals zu einem Einbruch (und zu etwaigen Neuanstiegen) der Entropie kommt.

Word-Entropie

Shannon-Entropie

Abbildung 36: Verschiedene Trajektorien fiir Q@ mit Parameter x = 0.3
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Abbildung 37: Entropiewerte der beiden Transitionsfunktionen 2 mit verschiedenen Parametern s
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5.5 Beitrag der einzelnen Motivklassen zur Entropie

Die starken Anderungen und Spriinge in den Entropie von skalenfreien Graphen sollen nun niiher unter-
sucht werden, insbesondere soll festgestellt werden, ob ein Zusammenhang zur Motivverteilung besteht.
Grundidee der Analyse ist, die Entropiewerte zu zerlegen und den Anteil einer jeden Motivklasse am
Entropiewert anzugeben. Um einen solchen Wert zu erhalten wird die Shannon-Entropie nicht mehr kno-
tenweise bestimmt, sondern fiir jede Motivklasse gebildet. Die so entstandenen Werte werden zuletzt noch
normiert, so dass die Werte besser verglichen werden kénnen.

Diese so genannte Motiv-Entropie wird wie folgt definiert:

Definition 5.3 (Motiv-Entropie) Sei GA = (G, S, x0,0y) ein zellulirer Graphenautomat und Ky, die
Motivklassenmenge des Graphen G. Die Motiv-Entropie Sk der Motivklasse K € Ky, ist definiert als

SK = - Zps(K) 10g2 (ps(K))a

ses

wobei ps(K) die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, mit der sich eine Zelle ¢ eines Motivs M € K der Klasse
K im Zustand s € S befindet. Sie werden wieder durch die relativen Hdufigkeiten approximiert.

Die Motiv-Entropie kann dann tiber der Summe aller Motiv-Entropien normiert werden, um fiir Vergleiche
verwendet werden zu kénnen. Es ergibt sich:

S0 - SK
K ZK’EKk SKI

Beispiel 5.4 Angenommen wir betrachteten Motive der Grifie k = 3 in einem zelluldren Graphenau-
tomaten tber T = 200 Zeitschritte hinweg. Wihrend der Simulation wird fir jede Motivklasse K € Ky
gezdhlt, wie oft die enthaltenen Zellen den Zustand 1 € S annehmen. Dieser Wert wird mit ¢; bezeichnet.
Ermittelt wurden:

K | 1] 2| 3|]4]5]6] 7| 89 ]10]11]12]13
[K] 2390 2475 4933000 187 80[0| ol o] o] O
a 163700 | 182750 | 349700 0 | 0 | O 14150 5000 0| 0| 0| O] O

Aus diesen Werten werden nun die Wahrscheinlichkeiten pi(K) und po(K) berechnet, woraus sich die
Motiv-Entropie Sk ergibt. Die Wahrscheinlichkeit p1 (K) ergibt sich dabei aus der Anzahl der 1-Zustinde
normiert iber der Gesamtzahl der maoglichen Zustinde im Motiv. Letztere ergibt sich aus der Anzahl der
Zellen in der Motivklasse | K| -k multipliziert mit der Simulationszeit T. Fir die oben angegebenen Werte
ergibt sich also:

K 1 2 3/4|5]6 7 89|10 |11]12]13
c=|K| k-T 1434000 | 1485000 | 2959800 | 0 | 0 | O 112200 48000 0| 0] 0| 0| ©
p1(K) =ci/c 0.1142 0.1231 01181 (0|00 0.1261 01042 0| of| o o ©

log, (p1(K)) 31309 | -3.0225| -30813|0|0|0| -29872| -32630|0| 0| 0| 0| ©

Po(K) =1 - p1(K) 0.8858 0.8769 08810 | 1|11 0.8739 08958 [ 1| 1] 1] 1| 1

log, (po(K)) -0.1749 | -0.1895| -0.1814 |0 |0 | 0| -01945| -0.1587| 0| 0| 0| 0| 0
Sk 05123 0.5381 05240 (0] 0|0 0.5467 04821(0] 0] 0] 0| O
SY. 19.68% | 20.67% | 2013% |0 |0 |0 | 21.00%| 1852%|0| 0| 0| O] 0

Das Beispiel zeigt, dass die Motiv-Entropie der Klasse 7 hoher ist, als die der Klasse 1. Der Schluss liegt
nahe, dass eine groflere Menge von Motiven der Klasse 7 insgesamt zu einer héheren Entropie fithren.

Abbildung 38 zeigt das Testprotokoll eines gerichteten skalenfreien Graphen mit 200 Knoten. Die Entro-
pien wurden mit der Transitionsfunktion Q) und dem Parameter £ = 0.29 ausgewertet. Die normierten
Motiv-Entropien fiir die einzelnen Variationsschritte sind in Tabelle 8 gelistet.
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Testprotokoll

Skalenfreier Graph, m = 3, 200 Knoten, Heuristische Variation, 50 x 30 Schritte,
Bewertung: 13 -1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1, Akzeptanzschwelle: 0

Dynamik Q) x = 0.29, 800/200 Schritte, 10 x 10 Simulationen
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Shannon-Entropie

No. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 | Shannon Word
Z| 06| 01| 1.3] 02| -07| -10] -08] 09| 01| 12| -15| 00| 0.0

01298 | 941 [ 2244 | 196 281 16 | 53 16 4 10 5 0 0| 0.579 0.699
1| 1567 | 1112 | 2670 36 30 0 76 32 1 0 3 0 0| 0.390 0.515
2 | 1597 | 1144 | 2751 7 2 0 78 29 0 0 0 0 0 0.729 1.030
3| 1609 | 1156 | 2754 7 2 0 66 32 0 0 0 0 0 0.922 0.994
4| 1609 | 1156 | 2754 7 2 0 66 32 0 0 0 0 0 0.922 1.010
5| 1623 | 1170 | 2774 7 2 0 52 30 0 0 0 0 0 0.918 1.072
6 | 1623 | 1170 | 2774 7 2 0 52 30 0 0 0 0 0 0.917 1.072
7| 1623 | 1170 | 2774 7 2 0 52 30 0 0 0 0 0 0.919 1.055
8 | 1624 | 1176 | 2784 0 0 0 53 30 0 0 0 0 0| 0.914 1.108
9| 1635 | 1187 | 2774 0 0 0 42 37 0 0 0 0 0 0.837 0.883
10 | 1639 | 1191 | 2781 0 0 0 38 36 0 0 0 0 0| 0.844 0.956
Z 4.7 5.0| -0.7 0.0 0.0 00| -4.7 0.7 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

Abbildung 38: Testprotokoll skalenfreier Graph mit 200 Knoten




No. Sy S9 S9 Sy S2 Sg S7 Sy Sg Sty Sy St SPy
0 9.6% | 9.7% | 97% | 9.0% 9.2% | 8.8% 93% | 86% | 99% | 83%| 8.0% 0.0% | 0.0%
1 | 122% | 123% | 123% | 102% | 9.8% | 0.0% | 13.3% | 124% | 81% | 0.0% | 9.4% | 0.0% | 0.0%
2 14.5% | 14.4% | 14.4% | 13.2% | 13.2% | 0.0% | 14.9% | 153% | 0.0% | 0.0% | 0.0% 0.0% | 0.0%
3 14.3% | 14.2% | 14.3% | 14.2% | 142% | 0.0% | 14.4% | 144% | 0.0% | 0.0% | 0.0% 0.0% | 0.0%
4 14.3% | 14.2% | 14.3% | 14.2% | 14.3% 0.0% | 14.4% | 14.4% 0.0% 0.0% 0.0% 0.0% 0.0%
5 14.4% | 14.3% | 14.3% | 14.0% | 142% | 0.0% | 14.4% | 144% | 0.0% | 0.0% | 0.0% 0.0% | 0.0%
6 14.4% | 14.3% | 14.3% | 14.0% | 14.1% 0.0% | 14.4% | 14.4% 0.0% 0.0% 0.0% 0.0% 0.0%
7 14.4% | 14.3% | 143% | 14.0% | 14.1% | 0.0% | 14.4% | 144% | 0.0% | 0.0% | 0.0% 0.0% | 0.0%
8 | 20.0% | 19.9% | 19.9% | 0.0% | 0.0% | 0.0% | 20.1% | 20.1% | 0.0% | 0.0% | 0.0% | 0.0% | 0.0%
9 | 20.0% | 19.9% | 20.0% | 0.0% 0.0% | 0.0% | 20.1% | 20.0% | 0.0% | 0.0% | 0.0% 0.0% | 0.0%
10 | 20.0% | 19.9% | 20.0% | 0.0% | 0.0% | 0.0% | 20.0% | 20.0% | 0.0% | 0.0% | 0.0% | 0.0% | 0.0%

Tabelle 8: Motiv-Entropien eines skalenfreien Graphen
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Abbildung 39: Motiv-Entropien in verschiedenen skalenfreien Netzwerken (1)

Zunichst ist festzustellen, dass eine Motivklasse, die im Graphen nicht vorkommt, auch keine Motiv-
Entropie hat, was nach Definition sofort ersichtlich ist. Die Werte, deren Motiv-Entropie grofier Null ist,
sind dariiber hinaus innerhalb einer Simulation meist gleich grof}, was bedeutet, dass jede Motivklasse
in etwa die gleiche Shannon-Entropie bildet. Interessant sind also Motiv-Entropien, die von den {ibrigen
Werten abweichen. In einem solchen Fall bildet ndmlich eine Motivklasse eine signifikant hohere oder
niedrigere Entropie als die iibrigen Klassen. Um diese Abweichungen besser identifizieren zu konnen,
zeigt Abbildung 39 die Motiv-Entropien einiger Experimente, unter anderem auch die Werte aus Tabelle
8 in Bild (a).
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In Bild (a) ist eine Abweichung nach den Variationsschritten 1 und 2 zu erkennen. Die Entropiewerte
reichen hier von 8.1 (Motiv 9) bis 13.3 (Motiv 7). Letzteres bildet also eine hohere Shannon-Entropie aus,
als Motiv 9. In Bild (b) zeigt sich eine erhéhte Motiv-Entropie ebenfalls in der Motivklasse 7, wihrend
Bild (c) einen verminderten Motiv-Entropiewert in Klasse 8 nach der zweiten Variation zeigt. Bild (d)
zeigt lediglich zu Beginn eine geringfiigige Streuung, nach der zweiten Variation leistet aber kein Motiv
einen besonderen Beitrag zur Shannon-Entropie.

Die Diagramme in Abbildung 40 enthalten beide grofiere Abweichungen der einzelnen Motiv-Entropien,
die einzelnen Klassen bilden damit vollig verschiedene Shannon-Entropien. Motiv 7 zeigt auch hier einen
hohen Motiv-Entropiewert, ein eindeutiges Minimum ist allerdings nicht erkennbar: In (e) bildet Motiv 2
und teilweise Motiv 8 eine niedrige Motiv-Entropie, wihrend in (f) eher Motiv 4 verminderte Entropie-
werte bildet. Das Motiv 8 hat hier deutlich héhere Motiv-Entropiewerte als in (e).

Abbildung 41 enthilt die Entropieebenen aus Shannon- und Word-Entropie der sechs Experimente. Die
grofien Abweichungen aus den Bildern (e) und (f) fiihren zu niedrigen Entropiewerten und zu keiner
erkennbaren Trajektorie, wiahrend die anderen vier Experimente eine deutliche Trajektorie zeigen.
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Abbildung 40: Motiv-Entropien in verschiedenen skalenfreien Netzwerken (2)
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Word-Entropie

Word-Entropie
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Abbildung 41: Entropieebene der sechs Experimente aus den Abbildungen 39 und 40
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Die Experimente zeigen héufig eine hohe Motiv-Entropie fiir die Motivklasse 7. In der neunten Simulation
von (b) zeigt sich sogar ein deutlicher Ausschlag. Der Wert der Motiv-Entropie dieses Experiments wird
nun der zahlenméBigen Shannon- und Word-Entropie des gesamten Netzwerks aus (b) gegeniibergestellt.
Tabelle 9 listet diese auf.

Simulation | S w 8? min 8% | max 8% | avg 8% | S?— avg SV
0 0.352 | 0.345 9.3% 8.0% 10.0% 9.1% +0.2%
1 0.741 | 0.933 9.6% 8.4% 9.6% 9.1% +0.5%
2 0.797 | 1.038 | 11.4% | 10.6% 11.5% 11.1% +0.2%
3 0.538 | 0.862 | 20.0% | 19.7% 20.6% 20.0% +0.0%
4 0.611 | 0.841 | 20.3% | 19.9% 20.3% 20.0% +0.3%
5 0.468 | 0.603 | 20.2% | 19.8% 20.2% 20.0% +0.2%
6 0.526 | 0.780 | 19.3% | 19.3% 20.6% 20.0% —-0.7%
7 0.374 | 0.601 | 18.8% | 18.8% 20.6% 20.0% —-1.2%
8 0.442 | 0.614 | 21.1% | 19.5% 21.1% 20.0% +1.1%
9 0.234 | 0.240 | 22.4% | 19.1% 22.4% 20.0% +2.4%

10 0.719 | 1.015 | 20.5% | 19.7% 20.5% 20.0% +0.5%

Tabelle 9: Motiv-Entropie der Klasse 7 im Vergleich zu anderen Entropie-Kennzahlen

Dabei steht min 8% fiir das Minimum der Motiv-Entropie iiber alle Klassen K € K}, deren Motivgehalt
groBer Null ist, max S fiir das entsprechende Maximum der Motiv-Entropie und avg 8% fiir das arith-
metische Mittel der Motiv-Entropien gréfler Null. Die letzte Spalte der Tabelle zeigt den Abstand von
Motiv 7 zum Mittelwert der Motiv-Entropien.

Die grofite Abweichung in Simulation 9, bei der S den Maximalwert von 22.4 annimmt, fiihrt zu einer
geringen Shannon- und Word-Entropie. In Simulation 7 nimmt &9 dann das Minimum min 8% an, was
interessanterweise ebenfalls zu einer recht geringen Entropie fithrt. Die Umkehrung, dass die Motivklasse
7 eine grofiere Gesamtentropie induziert, falls S nahe dem Mittelwert liegt, lisst sich nicht zeigen.

Um diese Beobachtung besser verstehen zu kénnen, wird die Struktur der Motivklasse 7 ndher betrachtet.
Abbildung 42 zeigt das Motiv in seiner graphischen Repriisentation. Das besondere an dieser Motivklasse
ist, dass es eine ,, Abkiirzung* von dem oberen Knoten zum Knoten rechts bietet. Eine solche Konstellation
von Kanten wird in der Literatur als transitives Triplett bezeichnet, da aus (a, b) und (b, ¢) der Weg (a, c)
folgt.

Abbildung 42: Motivklasse 7 (Feed-forward loop)

In der Biologie ist dieses Motiv bereits bekannt dafiir, die Signalverarbeitung in metabolischen Netzwer-
ken zu beschleunigen [Aln04, Aln06]. Die Beobachtung hoher Motiv-Entropiewerte der Klasse 7 ist also
durchaus sinnvoll, da eine schnelle Signalverarbeitung zu einer hohen Entropie fiihrt. Tatséchlich bewegt
sich die nicht normierte Motiv-Entropie, also die Shannon-Entropie aller Knoten im Motiv bei geeignetem
k, im Bereich von 0.430 bis 0.983 mit Mittelwert 0.768 durchaus im oberen Bereich.

Die Vermutung liegt nahe, dass eine grofie Anzahl von Motiven der Klasse 7 zu einer hohen Entropie
fithrt. Diese Behauptung ist so jedoch nicht haltbar. In einem Experiment wurden die Motive der Klasse
7 um iiber 200% erhoht, trotzdem ergab sich ausgehend von den Entropien (S,W) = (0.456,0.589)
nach der Variation nur eine Entropie von (S, W) = (0.300,0.342). Unter Beachtung der in Abschnitt 4.2
angesprochenen Probleme bei der Variation, ist einsehbar, dass die Herstellung der Zielmotive viele andere
Motive transformiert hat, was die Entropien natiirlich nachhaltig beeinflusst. Auflerdem ist anzunehmen,
dass die Entropie von dem am héufigsten auftretenden Motiv dominiert wird, bei skalenfreien Graphen ist
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das das zweikantige Motiv 3. Dennoch ist ein gewisser Einfluss des Motivs 7 unter obiger Argumentation
sinnvoll, wenn auch vermutlich noch an diverse Nebenbedingungen gebunden.

Abschlieflend werden die Beobachtungen beziiglich der Motiv-Entropie und des Feed-forward loops noch
einmal zusammengefasst:

Beobachtung 8 Grofle Unterschiede in den Motiv-Entropien der einzelnen Motivklassen fihrten zu ei-
ner niedrigen Gesamtentropie.

Beobachtung 9 In vielen Experimenten konnte eine hohe, oftmals maximale, Motiv-Entropie fir das
Motiv 7 (Feed-forward loop) beobachtet werden. Diese Klasse bildete meist eine hohe Shannon-Entropie,
im Mittel bei ca. 0.768.

Beobachtung 10 FEin direkter (erhéhender) FEinfluss der Motivklasse 7 auf die Shannon- bzw. Word-
Entropie erscheint sinnvoll, konnte jedoch in den Untersuchungen so nicht nachgewiesen werden.

Die obigen Beobachtungen konnten in gleicher Weise in Erdés-Rényi-Graphen gemacht werden. Auch
hier zeigten grofie Unterschiede in der Motiv-Entropie eine niedrige Gesamtentropie. Abbildung 43 gibt
ein Beispiel fiir eine Motiv-Entropie in einem ER-Graphen mit p = 0.18. Die Abbildung zeigt oben
links wieder die Motiv-Entropien der einzelnen Klassen pro Simulation. Da bereits nach dem ersten
Variationsschritt alle Motive der Klassen 4-6 und 9-13 zerstort sind, beschréinkt sich das Diagramm auf
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Abbildung 43: Motiv-Entropie in Erdés-Rényi-Graphen
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die verbleibenden Motivklassen. Man sieht, dass die Klassen 1-3 einer einheitlichen Linie folgen und stets
etwa gleich grofl sind. Die Motiv-Entropie der Klasse 8 ist meist niedriger als die der {ibrigen, wéhrend
Klasse 7 mit Ausnahme der letzten beiden Schritte hoher ist.

Groflie Abweichungen sind vor allem in den Schritten 4, 6-8 und 11 zu beobachten. Tabelle 10 gibt die
Werte der Gesamtentropie an, welche wie erwartet bei diesen Simulationen einen niedrigen Wert enthalt.
In Simulation 5 wiirde man nach obigen Beobachtungen nicht unbedingt eine niedrige Entropie erwarten,
da die Motiv-Entropien etwa gleich grof§ sind. Dennoch sind die Entropien hier &hnlich niedrig wie in
den anderen genannten Simulationen. Ein Maximum der Gesamtentropie ergibt sich in Simulation 1, die
Motiv-Entropien sind hier etwa gleich grof. Das Diagramm unten links zeigt die Entropieebene und die
darin enthaltene Trajektorie.

Simulation S1 S S3 Sy Sg S w
0 0.356 | 0.357 | 0.359 | 0.376 | 0.396 || 0.352 | 0.345
1 0.555 | 0.570 | 0.560 | 0.530 | 0.572 || 0.741 | 0.933
2 0.498 | 0.505 | 0.499 | 0.517 | 0.488 || 0.797 | 1.038
3 0.262 | 0.264 | 0.267 | 0.305 | 0.225 || 0.538 | 0.862
4 0.258 | 0.264 | 0.259 | 0.246 | 0.254 || 0.611 | 0.841
5 0.308 | 0.311 | 0.316 | 0.323 | 0.186 || 0.468 | 0.603
6 0.276 | 0.286 | 0.281 | 0.294 | 0.237 || 0.526 | 0.780
7 0.290 | 0.297 | 0.296 | 0.369 | 0.239 || 0.374 | 0.601
8 0.358 | 0.364 | 0.356 | 0.324 | 0.373 || 0.442 | 0.614
9 0.328 | 0.338 | 0.340 | 0.303 | 0.331 || 0.234 | 0.240
10 0.303 | 0.304 | 0.301 | 0.202 | 0.269 || 0.719 | 1.015
TS.S; 0.9897 | 0.991 | 0.991 | 0.879 | 0.968

Tabelle 10: Kennzahlen des Experiments aus Abbildung 43

Die Diagramme auf der rechten Seite zeigen die Abhiingigkeit von nicht normierter Motiv-Entropie (also
die Shannon-Entropie iiber allen Knoten, die in einer Motivklasse beteiligt sind) zur Gesamt-Shannon-
Entropie. Es zeigt sich eine lineare Abhéngigkeit, die fiir die Klassen 1-3 besonders gut ist. Auch fiir Motiv
8 betragt der Korrelationskoeffizient noch 0.96. Fiir Motivklasse 7 ist lediglich 0.879 zu beobachten, was
erneut fiir die Sonderstellung dieser Motivklasse spricht. Die Korrelationskoeffizienten rs s, sind ebenfalls
in Tabelle 10 enthalten.

Beobachtung 11 Das Verhalten der Motiv-Entropie von skalenfreien Graphen konnte auch in Erdds-
Rényi-Graphen beobachtet werden.

Beobachtung 12 Zwischen Gesamt-Shannon-Entropie und nicht-normierter Motiv-Entropie besteht ein

linearer Zusammenhang. Gemessen wurden Korrelationskoeffizienten von 0.968 bis 0.991, wobei die Mo-
tivklasse 7 hier wieder eine Sonderstellung einnimmt mit nur 0.879.
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6 Fazit

Es wurden gerichtete 2k-regulére Kreisgraphen, Erdos-Rényi-Graphen und skalenfreie Netzwerke auf ihren
Motivgehalt untersucht. AnschlieBend wurden die Motive in ihrer Anzahl variiert, um eine vorgegebene
Motivsignatur zu erzeugen. Nach jedem Variationsschritt wurde anhand der Shannon- und Word-Entropie
der Informationsgehalt des Netzwerkes ausgewertet.

Es hat sich gezeigt, dass sich nicht jede Anderung der Motivverteilung unmittelbar in den Entropien
niederschligt. Vielmehr ergab sich das die zur Auswertung verwendete Transitionsfunktion und das Auf-
bauschema des Graphen eine grofie Rolle spielen. So konnten lange Trajektorien beziiglich der Transition
Q) beobachtet werden, withrend die Transition Q) keine Bewegung zeigte.

Einen besonderen Einfluss schien auch die Zyklenzahl des Graphen zu haben. Die Trajektorien azyklischer
Erdés-Rényi-Graphen zeigte beispielsweise in eine einheitliche Richtung, wéhrend nicht-zyklenfreie Erd&s-
Rényi-Graphen mit gleichen Simulationsbedingungen meist gar keine eindeutige Trajektorie ausbildeten.

Fiir skalenfreie Graphen wurde die Shannon-Entropie lokal fiir die einzelnen Motivklassen als so genannte
Motiv-Entropie definiert. Hierbei zeigte sich, dass sehr unterschiedliche Motiv-Entropien zu einer niedri-
gen Gesamtentropie fithren. Aulerdem wurde die Motivklasse 7 eingehend untersucht, da diese meist eine
recht hohe Motiv-Entropie bildet. Ein direkter Einfluss auf die Gesamtentropie erschien sinnvoll, konnte
aber nicht nachgewiesen werden.

Ausgehend von den Untersuchungen und Beobachtungen in Kapitel 5 sind viele weitere Forschungen
denkbar. Interessant wére hier sicherlich das Verhalten azyklischer Graphen, welchen in jedem Varia-
tionsschritt sukzessive neue Zyklen zugefiigt werden, niher zu betrachten. Auch ist eine Untersuchung
denkbar, die sich mit Motiven verschiedener Grofien beschiftigt und diese beispielsweise nach der Anzahl
der enthaltenen Zyklen auswertet.

Die Betrachtung der Motiv-Entropie kann sicherlich auch noch weitergefiihrt werden, hier wére eine Unter-
scheidung nach Shannon-Motiv-Entropie und Word-Motiv-Entropie moglich. Ein Variationsalgorithmus
koénnte an die beiden lokalen Entropien gebunden werden, welcher versucht Motive mit geringem (oder
hohem) Entropiewert zu zerstoren.

Die Analyse der Korrelation von Gesamtentropie und Motiv-Entropie lisst dariiber hinaus noch Raum fiir
weitere Beobachtungen. Es kann hier auch die Korrelation von Word-Entropie zu Word-Motiv-Entropie
gemessen und untersucht werden.

Interessant ist natiirlich auch die Untersuchung anderer Graphenklassen, insbesondere scheint eine Un-
tersuchung der von der ALON-Gruppe gefundenen Superfamilien [Aln04] sinnvoll.
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